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Résumeé / Abstract

Réalisabilité classique : nouveaux outils et applications

La réalisabilité classique de Jean-Louis Krivine associe a chaque modéle de calcul et
chaque modéle de la théorie des ensembles un nouveau modéle de la théorie des ensembles,
appelé modéle de réalisabilité, d’'une facon similaire au forcing. Chaque modele de réalisabilité
est muni d’une algebre de Boole caractéristique 32 (gimel 2), dont la structure donne des in-
formations sur les propriétés du modeéle de réalisabilité. En particulier, les modéles de forcing
correspondent au cas ou J2 est réduite a I'algébre de Boole a deux éléments.

Ce travail présente de nouveaux outils pour manipuler les modéles de réalisabilité et donne
de nouveaux résultats obtenus en les exploitant. Lun d’entre eux est qu’au premier ordre, la
théorie des algébres de Boole a au moins deux éléments est compléte pour J2, au sens ou pour
toute algébre de Boole B (a au moins deux é€léments), il existe un modéle de réalisabilité dans
lequel 12 est élémentairement équivalente a B. Deux autres résultats montrent que J2 peut
étre utilisée pour étudier les modéles dénotationnels de langage de programmation (chacun
des deux part d’'un modele dénotationnel particulier et classifie ses degrés de parallélisme
a 'aide de J2). Dans le domaine de la théorie des ensembles, un autre résultat montre que
la technique de Jean-Louis Krivine pour réaliser I'axiome des choix dépendants a partir de
l'instruction quote peut se généraliser a des formes plus fortes de choix. Enfin, un dernier
résultat, obtenu en collaboration avec Laura Fontanella, accompagne le précédent en adaptant
la condition d’antichaine dénombrable du forcing au cadre de la réalisabilité, ce qui semble
semble ouvrir une piste prometteuse pour résoudre le probleme de la réalisation de I'axiome
du choix complet.

Mots-clés : Logique, réalisabilité classique, théorie de la démonstration, sémantique déno-
tationnelle, lambda-calcul.

Classical realizability: new tools and applications

Jean-Louis Krivine’s classical realizability defines, from any given model of computation
and any given model of set theory, a new model of set theory called the realizability model,
in a similar way to forcing. Each realizability model is equipped with a characteristic Boolean
algebra 12 (gimel 2), whose structure encodes important information about the properties of
the realizability model. For instance, forcing models are precisely the realizability models in
which J2 is the Boolean algebra with to elements.

This document defines new tools for studying realizability models and exploits them to de-
rive new results. One such result is that, as far as first-order logic is concerned, the theory of
Boolean algebras with at least two elements is complete for J2, meaning that for each Boolean
algebra B (with at least two elements), there exists a realizability model in which J2 is elemen-
tarily equivalent to B. Next, two results show that 32 can be used as a tool to study denotational
models of programming languages (each one of them takes a particular denotational model
and classifies its degrees of parallelism using J2). Moving to set theory, another results gen-
eralizes Jean-Louis Krivine’s technique of realizing the axiom of dependant choices using the
instruction quote to higher forms of choice. Finally, a last result, which is joint work with Laura
Fontanella, complements the previous one by adapting the countable antichain condition from
forcing to classical realizability, which seems to open a new, promising approach to the problem
of realizing the full axiom of choice.

Keywords: Logic, classical realizability, proof theory, denotational semantics, lambda-
calculus.
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Introduction

La réalisabilité est un aspect de la correspondance preuves/programmes — for-
mules/types ou chaque formule est interprétée comme une spécification sur le com-
portement des programmes, les programmes répondant a cette spécification étant ap-
pelés des réalisateurs de la formule. Cette interprétation définit une notion de valeur de
vérité : une formule est considérée comme vraie si elle admet des réalisateurs d’'une
certaine forme. En particulier, une formule prouvable est automatiquement vraie car
ses preuves, vues comme des programmes grace a la correspondance, la réalisent.
Ce résultat fondamental assure la compatibilité de la réalisabilité avec la logique.

A Torigine la réalisabilité était limitée a la logique intuitionniste. La découverte par
Griffin d’un lien entre certains opérateurs de contrdle des langages de programmation
et le raisonnement classique [Gri90] a permis de dépasser cette limitation. Précisé-
ment, Griffin a montré que la loi de Peirce, principe de raisonnement valide en logique
classique mais pas en logique intuitionniste, pouvait servir de spécification (c’est-a-
dire de typage) pour I'opérateur call/cc, qui permet a un programme de manipuler son
contexte d’évaluation.

La réalisabilité classique est une théorie fondée sur cette idée, proposée par Krivine
et qui étend donc la réalisabilité de Kleene au raisonnement classique, dans un premier
temps dans le cadre de I'arithmétique du second ordre [Kri03]. Miquel a adapté cette
théorie au cadre de I'arithmétique d’ordre supérieur [Mig11] et Krivine a celui de la
théorie des ensembles de Zermelo—Fraenkel avec choix dépendants [Kri11].

Dans la présentation de Krivine, la réalisabilité classique associe a chaque modéle
de calcul' et chaque modéle de la théorie des ensembles un nouveau modéle' de la
théorie des ensembles (appelé modéle de réalisabilite). Cette construction est similaire
au forcing", qui a chaque ensemble de conditions de forcing et chaque modéle de
la théorie des ensembles associe un nouveau modéle de la théorie des ensembles
(appelé modeéle de forcing ou extension de forcing du modeéle de départ).

Chague modéle de réalisabilité est muni d’'une algebre de Boole caractéristique 12,
dont la structure donne des informations sur les propriétés du modeéle de réalisabilité.
En particulier, les modéles de forcing correspondent au cas ou J2 est réduite a l'al-
gebre de Boole {0, 1}. Pour souligner le r6le central de 12, rappelons que la réalisabilité
classique permet de construire des modeéles de ZF dotés de propriétés ensemblistes
surprenantes (notamment le modéle des threads [Kri12]), et que celles-ci découlent
principalement des propriétés de leur algebre de Boole 12.

Lobjectif de ce document est de présenter une paire de nouveaux outils pour étu-
dier les modeéles obtenus par réalisabilité classique (et notamment leur algebre de
Boole caractéristique) : les structures de réalisabilité et leur dual, les relations de multi-
évaluation.

La théorie du forcing établit de nombreux liens entre les propriétés combinatoires
de 'ensemble de conditions et les propriétés ensemblistes du modele de forcing as-

i. Ou du moins, a chague modéle de calcul suffisamment expressif.
ii. On devrait plutét dire une classe de modeles, mais pour simplifier, on se permettra pour l'instant
cette imprécision.
iii. Qui peut étre vu comme un cas particulier de réalisabilité.
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socié : par exemple, si 'ensemble de conditions vérifie la condition de chaine dénom-
brable, alors le modeéle de forcing a les mémes cardinaux que le modele de départ.
La combinatoire finie a peu d’'importance en forcing', et ces liens concernent donc
en général des propriétés de combinatoire infinie. En revanche, du c6té de la réali-
sabilité classique, les travaux de Krivine [Kri12, Kri18, Kri15] donnent a penser qu'il
existe une sorte de combinatoire finie du modéle de calcul qui a une grande influence
sur le modele de réalisabilité, et en particulier sur son algébre de Boole caractéris-
tique™. On verra que le langage des relations de multi-évaluation permet de mettre le
doigt sur cette combinatoire finie et de la relier effectivement aux propriétés de I'al-
gebre de Boole caractéristique du modele de réalisabilité. De plus, les relations de
multi-évaluation permettent aussi d’adapter au cadre de la réalisabilité classique des
propriétés de combinatoire infinie qui ont déja leur importance en forcing (comme la
condition de chaine dénombrable).

Par ailleurs, on verra également que cette « combinatoire finie » a une interpréta-
tion calculatoire : elle est reliée a la capacité ou non des programmes a tester plusieurs
chemins de calcul en paralléle pour savoir si I'un d’entre eux aboutit'. Les relations de
multi-évaluation permettent donc de relier les capacités de parallélisme du modele cal-
cul aux propriétés de I'algébre de Boole caractéristique du modéle de réalisabilité. Par
exemple, on montrera qu’il existe un programme qui calcule la fonction de vote de Tra-
khtenbrot [Tra74] (qui prend trois programmes en argument et détermine son compor-
tement par un vote a la majorité) si et seulement si I'algébre de Boole caractéristique
du modéle de réalisabilité a au plus 4 éléments. On utilisera ensuite cette connec-
tion entre capacités de parallélisme et propriétés de I'algebre de Boole caractéristique
comme un outil pour étudier la hiérarchie des degrés de parallélisme [Saz76, Buc97]
de certains modeles de calculs.

Plan et contributions

Le chapitre 1 présente un modéle de calcul standard en réalisabilité classique (dl
a Krivine [Kri01] et employé notamment par Miquel [Mig11]) : le A.-calcul, qui servira
de base a toute la suite. Puis, on y définit les structures de réalisabilité et leur dual,
les relations de multi-évaluation, qui serviront a étendre le A.-calcul : on peut les voir
comme une maniere alternative de présenter la réalisabilité classique, par rapport aux
algébres de réalisabilité [Kri11] et aux algébres implicatives [Miq18].

Le chapitre 2 reprend la présentation donnée par Krivine des modéles de réalisa-
bilité classique de ZF et 'adapte au cadre des structures de réalisabilité. Plus préci-
sément, on définit pour chaque structure de réalisabilité une extension de ZF et I'on
donne une condition nécessaire et suffisante pour que cette extension soit cohérente
(et donc gu’elle donne naissance, a travers le théoreme de complétude de Gddel, a
des modeles de réalisabilité de ZF).

i. Etant donnés deux conditions de forcing, soit elles sont compatibles, soit elles sont incompatibles,
et c’est a peu prés tout ce qui compte.
ii. Par exemple, I'algébre de Boole caractéristique est réduite a deux éléments si et seulement si le
modele de calcul contient une instruction fork.
iii. Ou de fagon équivalente, a demander a un oracle quel chemin emprunter pour que le calcul
aboutisse.
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Le chapitre 3 rappelle la construction de I'algébre de Boole caractéristique 12 asso-
ciée a chaque modele de réalisabilité [Kri12] et montre de nouveaux résultats sur cette
objet, notamment sur son lien avec les capacités de parallélisme du modéle de calcul.
Ainsi, le théoreme 3.18 considére une classe d’instructions paralléles (les instructions
de votes généralisées) et décrit I'effet exact de chacune d’entre elles sur 12, ce qui a
pour corollaire de donner un critere complet et effectif pour déterminer étant données
deux de ces instructions si I'une peut simuler I'autre. Le théoreme 3.19 montre que 32
peut étre rendue élémentairement équivalente a n'importe quelle algébre de Boole par
le choix d’une structure de réalisabilité appropriée.

Le chapitre 4 explore le lien entre le parallélisme et 12 en utilisant cette derniere
comme outil, dans un premier temps pour décrire par une formule logique le compor-
tement des éléments de certains modeles de calcul fini (par exemple, on montre que
le ou parallele [Kle52, Plo77] correspond a la formule « J2 a au plus 4 éléments » et
la fonction de Gustave [Ber76] a la formule « J2 a au plus 8 éléments »), et dans un
deuxieme temps pour classifier les degrés de parallélisme [Saz76, Buc97] de deux
modeles particuliers (théorémes 4.10 et 4.20).

Le chapitre 5 définit une notion d’instruction de comparaison entre les termes du
modele de calcul, et montre que les techniques utilisées par Krivine pour exploiter
I'instruction quote fonctionnent aussi avec cette instruction de comparaison. Lavantage
de cette derniére est qu’elle peut étre définie quel que soit le cardinal du modeéle de
calcul, alors que quote n’existe que lorsque celui-ci est dénombrable. En particulier,
la ou quote permet de réaliser 'axiome des choix dépendants [Kri03], cette nouvelle
instruction permet de réaliser des formes plus fortes de choix (théoreme 5.13).

Enfin, le chapitre 6, résultat d’'une collaboration avec Laura Fontanella, vient com-
pléter le précédent en montrant que I'on peut adapter la condition d’antichaine dénom-
brable du forcing au cadre de la réalisabilité classique, en ajoutant des instructions qui
empéchent la disparition de certains cardinaux lors du passage au modéle de réalisa-
bilité (théoreme 6.1). Ce résultat semble ouvrir une piste prometteuse pour résoudre
le probléme de la réalisation de I'axiome du choix complet.

Conventions

Le modeéle de départ M

On fixe M un modeéle standard de la théorie des ensembles (voir annexe B).

Pour toute notion ensembliste foo, on appelle M-foo la méme notion prise du point
de vue de M : par exemple, dans I'annexe B, on a défini les notions de M-relation, M-
fonction, M-relationnelle, M-fonctionnelle, M-partie, M-cardinal, etc. En particulier,
les éléments de M sont appelés des M-ensembles et les parties définissables de M
des M-classes.

On suppose que M vérifie I'axiome du choix global, c’est-a-dire qu’il existe une
M-fonctionnelle ey : M\ {0} — M telle que pour tout X € M\ {0}, exm(X) € X.

Pour tout M-ensemble X, on note P(X) le M-ensemble des M-parties de X.
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On fixe un M-cardinal infini .

Notation X" pour les listes

Toute liste de longueur n de la forme Xy, ..., X, (ou Xy, ..., X,_1) pourra étre abré-
gée en X" (voire X s'il 'y a pas d’ambiguité), quelle que soit la nature des objets
Xi.

On utilisera cette notation avec beaucoup de souplesse, par exemple :
— untype Ty — ... —» T, — U pourra étre noté T~ — U,
— un X-terme t u; ... u, pourra étre noté t ",
— on pourra écrire « soient x” € A » pour « soient x;, ..., x, € A»,
— on pourra écrire « soient X" € A” » pour « soient x; € Ay, ..., x, € A, ».

Conventions diverses

On identifie les entiers et les ordinaux finis, de sorte que pour tout n € N, n =
{0,..., n—1}.

Pour tout ensemble X, on note P(X) 'ensemble des parties finies de X. Si X est
un M-ensemble alors Pr(X) est également un M-ensembile.
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1 Structures de réalisabilité

1.1 Le )\.-calcul

Le \.-calcul est un modeéle de calcul qui étend le A-calcul pur par I'ajout d’'un opé-
rateur de contrble « call-with-current-continuation). Il comprend trois types d’objets
syntaxiques : les \.-termes, les piles et les processus.

Définition 1.1. On fixe un M-ensemble infini M-dénombrable de variables (que I'on
notera le plus souvent x, y, z,...). Lensemble des \.-termes, 'ensemble des piles et
I'ensemble des processus sont les M-ensembles définis dans M par les grammaires
suivantes, quotientés par la M-relation d’a-équivalence (les notions de variable libre
et liée sont définies de la maniére habituelle, la seule construction liante étant I'abs-
traction) :

A-termes :
t,u = X (x variable)

| tu  (t, u A-termes — application)

| Ax.t (xvariable, t \.-terme — abstraction)

| a  (call-with-current-continuation)

| k.  (m pile — constantes de continuation)

| < (v < X —instructions non protégées)

| n, (v < X—instructions protégées),
Piles : ,

T ou= w, (v < X—fonds de pile)
| tem (t A.-terme clos, 7 pile),

Processus :

p = t*xm (tA-terme clos, 7 pile).

Les instructions additionnelles (¢, et n,) serviront d’instructions « paramétrables ».
La relation d’évaluation du \.-calcul, définie plus loin dans cette section, ne leur asso-
cie aucune regle d’évaluation, et les traite donc comme des constantes inertes, mais
les relations de multi-évaluation, définies a la section 1.3, pourront associer des regles
d’évaluation a ces instruction. Ainsi, l'interprétation d’'une instruction additionnelle don-
née dépendra de la relation d’évaluation que I'on a en téte.

Intuitivement, les instructions protégées correspondent aux instructions privilégiées
qgue I'on trouve dans les processeurs de nos ordinateurs : celles-ci sont réservées au
systeme d’exploitation et ne peuvent pas étre appelées directement par un utilisateur.
Les instructions non protégées, quant a elles, correspondent aux appels systéeme, qui
permettent entre autres a l'utilisateur d’accéder aux instructions privilégiées de ma-
niére indirecte et contrdlée.

On appelle termes les \.-termes clos.

Le M-ensemble des termes est noté A, celui des piles TT et celui des processus
A xTI.

Pour les notations, I'application associe par la gauche, de sorte que tuvw = ((tu)v)w,
et est prioritaire devant I'abstraction, de sorte que Ax.tu = Ax.(tu).
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On note t"u pour t appliqué n fois a v.

Remarque. Les M-ensembles A, TT et A x TT sont de M-cardinal .

Notation (Substitutions). Soient t, uy, ..., u, des \.-termes et x, ..., x, des variables
distinctes. On note t[x; := uy, ..., x, := u,] le A.-terme obtenu a partir de t en rempla-
cant simultanément chaque occurrence libre de x; par u; pour i = 1,...,n (de fagon

compatible avec I'a-équivalence, c’est-a-dire en évitant la capture de variables').

Définition 1.2. La relation d’évaluation en une étape du \.-calcul, notée ~%, est la
plus petite M-relation binaire sur A x TT telle que pout tous A\ .-termes t, u, toutes piles
7, 7' et toute variable x :

si t et u sont clos, tu*m -k tx UeT (push),
si Ax.t et u sont clos, M.txuem =k tx:=ul*xm (grab),
si t est clos, @ xtemm >k tx kyom (save),
si t est clos, kpo x tem =ik tx 7' (restore).

La relation d’évaluation du \.-calcul, notée ~, est la cloture réflexive et transitive
de ~k.

Les regles push et grab simulent la g-réduction faible de téte; elles permettront a
la réalisabilité d’étre compatible avec la logique intuitionniste. Les régles save et res-
tore permettent a un programme (c’est-a-dire un terme) de sauvegarder son contexte
d’évaluation (la pile), puis de le restaurer; elles permettront a la réalisabilité d’étre
compatible avec la logique classique.

Remarque. La relation d’évaluation en une étape est déterministe : pour tous p, q, ¢/,
Sip~kqgetp>k q,alorsq=g.

Remarque. On n’a pas précisé comment les objets du A -calcul sont codés sous forme
de M-ensembles car cela n’a pas vraiment d'importance. On va simplement supposer
gue ce codage est fait entierement « a I'intérieur de M » et en particulier que I'opération
de substitution (t, x, @) — t[x := @] est une M-fonction.

1.2 Structures de réalisabilité

Les structures de réalisabilité sont les objets auxquels on pourra directement asso-
cier des théories de réalisabilité :

Définition 1.3. Un pdle est un M-ensemble de processus clos par anti-évaluation,
c’est-a-dire un M-ensemble I € P (A *TT) tel que pour tous p, g € AT, Si p =« g et
ge l,alorspe L.

Le M-ensemble de tous les pbles est noté Sp.

Définition 1.4. Une structure de réalisabilité est un M-ensemble de pdles.

i. Par exemple, (Ax. y)[y := x] est égal a Az. x et non a Ax. x.
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1.3 Relations de multi-évaluation

Dans cette section, on va établir une correspondance entre les structures de réali-
sabilité et une catégorie d’objets appelés relations de multi-évaluation, qui étendent la
relation d’évaluation du A -calcul.

Les relations de multi-évaluation sont des relations entre ensembles de processus
qui vérifient certaines propriétés (alors que la relation d’évaluation du A -calcul est une
relation entre processus).

1.3.1 Relation associée a une structure

On va commencer par décrire une correspondance bijective entre les structures
de realisabilité et une certaine classe de relations binaires sur P (A = TT). Ensuite,
on cherchera a caractériser cette classe (c’est-a-dire a caractériser 'image de cette
correspondance).

Définition 1.5. Soient - une M-relation binaire sur Py (A xTT) et 1L un M-ensemble
de processus. On dit que 1L et > sont compatibles si pour tous P et Q tels que P > Q
etQC l,ona PNl #0.

Définition 1.6. Soit - une M-relation binaire sur P,(A x TT). La structure de réalisa-
bilité engendrée par -, notée S., est le M-ensemble de toutes les pbles compatibles
avec .

Définition 1.7. Soit S une structure de réalisabilité. La relation de multi-évaluation
associée a S, notée « g », est la M-relation binaire sur P (A % TT) définie de la fagon
suivante : pour tous P,Q € Pu(A*TI), P -5 Q si et seulement si pour tout L € S, si
Q C 1L, alors PN 1 # (. C’est la plus grande M-relation binaire compatible avec tous
les éléments de S.
Proposition 1.8. Cette correspondance est décroissante pour I'inclusion :

— Soient S; et S, deux structures de réalisabilité : si S; C S», alors =g, O >s,,

— Soient >, et -, M-relations binaires sur Py(A xTT) :si =1 C 5, alors S., 2 S-,.

Proposition 1.9. Soit S une structure de réalisabilité. Ona S, , = S.

Démonstration. Soit 1. € S. Par définition de >~5, 1L € S, .. Soit 1L € Sy \ S. Pour tout
1"e s, 1" # 1, ce qui veut dire que si I C L', alors il existe p € 1" tel que p ¢ ..
En d’autres termes, (A« TT\ L) >g 1, etdonc 1L ¢ S, .. O

La correspondance ainsi définie est donc bien injective : on va caractériser son
image. Pour commencer, on va en donner une premiere approximation :

1.3.2 Relations de multi-évaluation

Définition 1.10. Une relation de multi-évaluation est une M-relation binaire > sur
Pum(A+TT) telle que :
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— Pour tous p, g € A xTT tels que p =& q, {p} = {q},
— Pour tous p € AxTI, {p} = {p} (identité),

— Pourtous P,Q, P, Q" € Pm(AxTT), pourtout r e AxTI,si P> QU{r}et PPU{r} >
Q',alors PUP = QU Q' (coupure),

— Pour tous P,Q, P, Q" € Pu(AxTT) telsque P - Q,si P C P et@Q@ C Q, alors
P' ~ Q' (affaiblissement).

Proposition 1.11. Soit S une structure de réalisabilité. La relation > est une relation
de multi-évaluation.

Démonstration. Soient p, g € Ax Tl tels que p =% g. Pour tout 1. € Stelque g € 1L, on
a bien p € 1L, puisque L est un péle.

Soit p € A TI. Pour tout L € S tel que {p} C I, onabien {p} N 1L #0.

Soient P,Q,P',Q € Pu(AxT)etre AxTltelsque P >~5 QU{r} et PPU{r} ~s Q'
Pour tout I € Stelque QUQ' C 1,ona (P U{r})n I # 0, donc soit P' N 1L # 0,
soit r € L. Dans le premier cas, (PUP )N 1L DO P'n 1 # 0, et dans le deuxiéme,
QU{r} C l,donc PN 1 #0,etdonc (PUP)N I #0.

Soient P,Q, P, Q' € Pu(AxT)telsque PC P, QRC Q' etP -5 Q.Pourtout IL € S
telque PP C l,,onaPCP C l,donc@NI #0D,etdoncQNILDOQNI#0. O

Lemme 1.12. Soit > une M-relation binaire sur Pn(A xTT). Il existe une plus petite
relation de multi-évaluation contenant . De plus, si 'on note >* cette relation de multi-
évaluation,ona S.« = S...

Démonstration. Lensemble des relations de multi-évaluation contenant > est stable
par intersections arbitraires, donc il possede un plus petit élément pour l'inclusion.

Comme > C >*, S, O S.-. De plus, ~_ est une relation de multi-évaluation qui
contient -, donc elle contient -*. Par conséquent, S, C S.; = S, par la proposi-
tion 1.9. ]

Si > est une relation de multi-évaluation, on a en général -~ C >g_, mais pas l'inclu-
sion inverse. Autrement-dit, il n’est pas vrai que toute relation de multi-évaluation peut
s’écrire comme g pour une certaine structure de réalisabilité S.

La classe des relations d’évaluation ne constitue donc qu’une approximation (par
exces) de I'image que l'on cherche a caractériser. Elle joue cependant un réle essen-
tiel, car cette classe a I'avantage d’étre définie par dés regles de clbture finitaires : pour
aller plus loin, il faudra ajouter une régle de coupure infinitaire.

1.3.3 Relations de multi-évaluation compléetes
Définition 1.13. Une relation de multi-évaluation > est compléte lorsqu’elle vérifie la
regle de coupure infinitaire, c’est-a-dire lorsque pour tous P, Q, R € Py (A % TT), si pour

tous Ry, R1 € Pm(A+TT) vérifiant RyU Ry = Rona PURy > R, UQ, alors P > Q.
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Remarque. En prenant R = {r}, modulo identité et affaiblissement, on retrouve exac-
tement la régle de coupure. De plus, si I'on restreint la propriété ci-dessus aux cas ou
R est fini, on peut montrer qu’elle est vérifiée par toute relation de multi-évaluation :
c’est donc la possibilité d’avoir R infini qui fait la différence.

Proposition 1.14. Soit S une structure de réalisabilité. La relation de multi-évaluation
associée a S est compléte.

Démonstration. Soient P,Q, R € Py (A *TI) tels que pour tous Ry, Ry € Pum(A+T)
vérifiant Ry U Ry = R,onait PURy >s R UQ. Soit 1L € Stel que Q C I, et montrons
que PN 1 # 0.

Notons Ry = RN(AxTT\1L)etRy =RN1L.OnaRyUR; =RetR;,UQ C 1, donc
(RoUP)N L #0,etdonc PN 1L # 0. O

Proposition 1.15. Soit > une relation de multi-évaluation compléte. On a >s_= .

Démonstration. Soient P,Q € Pum(A*TT) tels que P - Q. Pour tout 1L € S. tel que
Q C A,ona PN 1 # 0 par définition de S, autrement-dit, P >5_ Q. On a donc bien
- C ..

Soient P,Q € Pm(A+TT) tels que P 3 Q. Posons R = A+ TI. |l existe alors Ry, Ry €
Pm(AxTT) tels que P U Ry # Q U R;. Par affaiblissement et identité, on doit avoir en
particulier (P U Ry) N (Q U R;) =0, donc P C Ry et @ C Ry, et en particulier Ry # R;.

Ona R; € S.. En effet, pour tous 5,7 € Py(AxT)telsque S ~ T et T C Ry, on
doit avoir S Z R, (sinon on aurait Ry = R; par affaiblissement), et donc SN Ry # 0.

Ainsi,comme Q C Ry et PN Ry =0,0naP #s Q. O

Lemme 1.16. Soit > une M-relation binaire sur P,(A = TT). Il existe une plus petite re-
lation de multi-évaluation compléte contenant . De plus, si 'on note >** cette relation
de multi-évaluation,ona S, « = S...

On a donc trouvé I'image de la correspondance : il s’agit des relations de multi-
évaluation complétes. On peut en donner une autre approximation, par défaut cette
fois, qui s’averera utile par la suite :

Définition 1.17. Une relation de multi-évaluation >~ est compacte si pour tous P,Q €
Pum(AxTT) tels que P - Q, il existe Py C P et Qo C Q finis tels que Py > Qo.

Lemme 1.18. Une relation de multi-évaluation > est compacte si et seulement s’il
existe une M-relation binaire -! sur P¢(A x TT) telle que > soit la plus petite relation de
multi-évaluation contenant 1.

Démonstration. Supposons que > est compacte. Soit = = { (P, Qo) € Pr(A*TT) x
Pr(AxTT); Py = Qo }. Soit =" la plus petite relation d’évaluation contenant ~!. Par
définition, = C =, donc =" C . Par ailleurs, pour tous P,Q € Pr(AxT) tels que
P > Q, il existe Py,Qo € Ps(AxTI) tels que P, C Q, Qo C Q et A = Qo; on a alors
Py = Qo, donc Py =" Q,, et donc P =" Q.

Supposons maintenant qu'’il existe ! une relation binaire sur Pr(A x
~ soit la plus petite relation de multi-évaluation contenant ~!. Soit = =

1) telle que
{(PQ) €
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Pm(AxTT); inexiste Py,Qo € Pr(AxTT)telsque Py C P,Qo C QetPy, = Qo }. On a

= C > par affaiblissement. De plus, > C (- N Pr(A*TT) x P¢(AxTT)) C = et I'on peut
vérifier que = est une relation de multi-évaluation, donc > C =. Enfin, = est compacte,
donc > est compacte. O

Proposition 1.19. Toute relation de multi-évaluation compacte est compléte.

Démonstration. Soit = un relation de multi-évaluation compacte. Soient P,Q,
R € Pu(AxT) tels que P # Q et montrons qu'il existe S, T € Py (A xTI) tels que
SUT=RetPUS ¥ TUQ.

Soient k le M-cardinal de R et (ry)q<x UNe M-énumération de R. On va construire
par induction deux M-séquences croissantes (Sq)a<x € (Ta)acx d’€léments de
Pum(A=TI) telles que :

— Pourtouta, PUS, # QU Ty ;
— Pourtout o, So UTy ={rg; B<a }.
On construit S, et T, a partir de (Sg)g<q et (Tg)p<a de la fagon suivante :

Tout d'abord, remarquons que I'on a P U (Up<a Sg) # QU (Up<a Tp)- En effet,
sinon, comme - est compacte, il existerait S), C (Ug<a Sg) €t T, € (Up<a Tp) finies
tellesque PU S, - QUT,. Enposant B =max{ B < o; rg € S, UT, } < o, On aurait
alors P U Sg >~ Q U Tg, alors que I'on a supposé le contraire.

Par conséquent, d’apres la régle de coupure, on a P U (U5<a 5,3) U{r.} # QU
(U5<a T,g) ou PU (U5<a 5,3) # QU (Uﬁ<a T,s) U {r.}. Dans le premier cas, on pose
Sq = (Uﬁ<a S,g) U{ra} etT, = (U5<a T,g) et dans le second, on pose S, = (U5<a 5,3)
et To = (Upea Tp) U {ral-

On pose maintenant S = Uycw So €1 T = Uack To : 1@ encore, comme > est com-
pacte,ona PUS # QUT, etparailleurs, SUT ={r,; a <k }=R. O
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2 Extension de la théorie des ensembles par réalisabi-
lité classique

La réalisabilité établit une relation entre programmes et formules. Le but de cette
section est d’arriver a définir les deux notions suivantes et d’en étudier quelques pro-
priétés :

— la relation « t réalise A modulo S » (t IFg A) pour t un terme, A une formule, et S
une structure de réalisabilité,

— la notion de « théorie engendrée par S » (Th (S)), constituée de 'ensemble des
formules « réalisées » modulo S, pour S une structure de réalisabilité.

Les notions de terme et de structure de réalisabilité ont déja été définies, mais il reste
a préciser celle de formule.

Puisque I'on cherche a faire de la théorie des ensembles, on va vouloir faire en sorte
que la théorie engendrée par une structure de réalisabilité soit toujours, dans un certain
sens, une extension de la théorie des ensemble de Zermelo-Freenkel. En particulier, le
langage de réalisabilité (c’est-a-dire le langage dans lequel on exprimera les formules)
doit étre une extension du langage habituel de la théorie des ensembles, c’est-a-dire
gu’il doit contenir un symbole d’appartenance € et un symbole d’égalité ~. De plus,
la théorie devra contenir un axiome d’extensionnalité qui lie ces deux symboles. On
appellera le premier appartenance extensionnelle et le second égalité extensionnelle.
Les raisons de I'ajout de I'adjectif extensionnel et de I'utilisation du symbole ~ (plutét
gue =) seront expliquées plus loin dans cette section.

Que ce soit a cause d’'un manque de maturité de la théorie ou de difficultés propres,
I'étude des « modeles de réalisabilité de ZF », c’est-a-dire des extensions de la théo-
rie des ensembles de Zermelo-Freenkel obtenues par réalisabilité classique, oblige a
I’heure actuelle a accorder beaucoup d’attention a des détails techniques, en particulier
de codage. Lidée de se pencher sur la distinction entre les formules T et L — | pourra
faire sourire ou grimacer les théoricien(ne)s des ensembles (qui ont pris I’habitude de
soigneusement éviter précisément ce genre de considérations), pourtant, non seule-
ment cette distinction existe, au-dela de la syntaxe (la réalisabilité classique donne a
ces deux formules deux valeurs de vérité bien différentes), mais elle est méme essen-
tielle : la premiére formule ne donne aucune information sur les termes qui la réalisent,
la seconde un tout petit peu. Ce n’est pas grand chose, mais cette distinction sera au
coeur des considérations des chapitres suivants sur I'algébre de Boole caractéristique
J2 (chapitre 3). Par comparaison avec le forcing, on a donc un peu I'impression de rou-
ler avec le capot ouvert. Ce phénomene se manifeste d’au moins trois maniéres dés la
définition du langage de réalisabilité (ci-dessous) :

— Dans la distinction entre extensionnel et non extensionnel. La ou la théorie des
ensembles usuelle (que I'on appellera théorie des ensembles extensionnelle) re-
pose sur deux symboles de base (appartenance et égalité), la théorie des en-
sembles non extensionnelle, raffinement de la théorie usuelle qui servira de base
au langage de réalisabilité, en nécessite quatre : appartenance et égalité non
extensionnelles (¢ et =), et appartenance et égalité extensionnelles (€ et ~). A
ces quatre symboles, on peut également ajouter I'inclusion non extensionnelle
(C) et l'inclusion extensionnelle (). Plus loin dans ce chapitre, on définira les
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2.1

théories extensionnelle et non extensionnelle des ensembles, et I'on verra com-
ment elles sont reliées. La réalisabilité donne naturellement une interprétations
des symboles non extensionnels, mais comme leur nom l'indique, I'« axiome
d’extensionnalité » exprimé en termes de ces symboles (c’est-a-dire la formule
Vavb (Vx (x € a &> x € b) — a = b)) n’est en général pas réalisé. Au contraire,
I'interprétation des symboles extensionnels est plus compliquée, mais elle per-
met de réaliser 'axiome d’extensionnalité (Vavb (vVx (x € a «<» x € b) — a = b)).
D’ailleurs, le méme probléme se pose en forcing, et dans ce cas la solution gé-
néralement choisie est de ne définir que les symboles extensionnels (qui sont
alors notés € et =). C’est la raison pour laquelle les relations « p force a € b »
et « p force a = b » doivent étre définies par induction mutuelle, et c’est exacte-
ment cette induction mutuelle que I'on retrouvera dans la définition des relations
« t réalise a € b» et «t réalise a ~ b». Dans le cas du forcing, cela marche
si bien que I'on en oublie facilement que le probleme s’est jamais posé. Mal-
heureusement, avec la réalisabilité, on ne peut pas se permettre de « refermer
le capot » en oubliant les symboles non extensionnels, car beaucoup de consi-
dérations techniques importantes se formulent précisément en termes de ces
symboles.

Dans le choix des symboles de relation et des connecteurs logiques primitifs, qui
peut surprendre (en particulier celui des symboles de relation). Lidée est simple-
ment de sélectionner comme constructions primitives celles dont I'interprétation
par réalisabilité sera facile a décrire. Pour les connecteurs logiques, on choisit
T, 1, — et V et 'on définit les autres par des codages du premier ordre a la De
Morgan (ce que I'on peut se permettre de faire, puisqu’il s’agit de réalisabilité
classique). Pour les symboles de relation, on choisit #, ¢, C et ¢ comme sym-
boles primitifs et 'on définita = b, ae b, a~ beta € bcomme —(a # b), ~(a ¢b),
(aC b)A(bC a) et =(a & b) respectivement.

Dans I'ajout des constructions non logiques N et U. Ces constructions servent
a effectuer des opérations de bas niveau sur l'interprétation des formules : par
exemple, par construction, un terme t réalisera AN B si et seulement s'il réalise a
la fois A et B (le connecteur U est un peu plus compliqué). Elles ne peuvent pas
s’interpréter comme des connecteurs logiques : en particulier ce n’est pas parce
qu’'alafois AN B et A<+ A sont réalisées que A’ N B I'est forcément.

Langage de réalisabilité

Définition 2.1 (Langage de réalisabilité). On fixe un M-ensemble infini M-dénombrable
de variables du premier ordre (que I'on notera le plus souvent x, y, z,...). Lensemble
des termes du premier ordre et 'ensemble des formules (qui ne sont pas des M-
ensembles, ni méme des M-classes) sont définis par les grammaires suivantes, mo-
dulo a-équivalence :

Termes du premier ordre :

a,b = X (x variable du premier ordre)
| f(a1,...,a,) (neN,f:85 x M"— M M-fonctionnelle,
ai, ... a, termes du premier ordre),
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Formules :

A B = a#xb | agb (aetbtermes du premier ordre —
relations non extensionnelles)
Constructions de la | aC b | ag b (aetbtermes du premier ordre —
théorie des ensembles relations extensionnelles)
non extensionnelle | T L
| A> B
| ¥x A

Constructions propres | ANB
a la realisabilite | AUB

A et B formules)
x variable du premier ordre, A formule)

A et B formules)
A et B formules).

—_ o~ —_~ o~

Notation. On définit les connecteurs logiques et les symboles de relation manquants
de la maniere suivante :

— onnote AABpour(A— B — 1)— 1,
— onnote AVvBpour(A— L1)—(B—1)— 1,
— on note -A pour A — L,
— on note A «<» B pour (A— B) A (B — A),
— on note 3x A pour —(Vx —A),
— on note a = b pour —(a # b),
— on note a £ b pour —(a g b),
— onnote a C b pour Vx (x € a— x € b),
— onnote ar bpour(aC b)A(bC a),
— on note a € b pour —(a ¢ b).
Notation. Si A est une formule, b un terme du premier ordre, x une variable du premier

ordre et < un symbole de relation binaire (¢, €, C, ¢, etc.), on notera Vx<b A pour
Vx (x < b — A) et 3x<b A pour =(Vx<b —A).

Remarque. Si f : M" — M est une M-fonctionnelle, on s’autorisera a écrire
f(ar, ..., a,) dans les termes du premier ordre, en identifiant f a la M-fonctionnelle
de Sp x M"dans M quia (L, x,..., x,) associe f(xi, ..., Xp)-

Notation (Substitutions). Soient A une formule, b4, ..., b, des termes du premier ordre
et x1,..., x, des variables du premier ordre distinctes. On note A[x; := b, ..., x, := b,
la formule obtenue a partir de A en remplacant simultanément chaque occurrence libre
de x; par b;pouri =1,..., n (de fagon compatible avec I'a-équivalence, c’est-a-dire en
évitant la capture de variables).

Notation (Termes et formules a parametres). Si a est un terme du premier ordre ou
une formule et si xy, . . ., x, est une liste de variables du premier ordre distinctes conte-
nant au moins toutes les variables libres de «, on pourra noter a(x, ..., X,) pour o
(lintérét de cette notation étant d’ordonner les variables libres de «). Dans ce cas,
Si ay, ..., a, est une liste de termes du premier ordre, on notera a(ay, ..., a,) pour o
[x1 :=a1,..., %, := a,).
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2.2 Preuves et théories

Un jugement de prouvabilité est un séquent de la forme I' - A, avec I' un ensemble
fini de formules et A une formule. Si I est une ensemble fini de formules et A une
formule, on pourra noter « ', A » pour « ' U {A} ».

Un arbre de preuve est un arbre formé a partir des régles suivantes. Sa racine (en
bas) est appelée sa conclusion :

(Axiome)
AFA

(Peirce)

r(A—B)—=A)— A

ret
M- A

(T-intro) =T (L-élim)

(intro) AT B  (Lgimy TEA2 B TEA
-A— B [ B
. . R . 41 I+ A
(V-intro) _TEA (si x n’apparait pas librement dans ) (V-€lim) _TExA
- Alx = a]

Un jugement de prouvabilité est dit dérivable s’il est la conclusion d’au moins un
arbre de preuve.

Une théorie est un ensemble de formules closes. Si T est une théorie et A une
formule, on dit que T prouve A, que A est conséquence de T ou encore que A est
prouvable dans T s’il existe un ensemble fini T C T tel que le jugement I - A soit
dérivable.

Une formule est une tautologie si elle est conséquence de la théorie vide. Deux
formules A et B sont logiquement équivalentes si la formule A + B est une tautologie.

Deux formules A et B sont équivalentes modulo une théorie T si la formule A <+ B
est conséquence de T.

Si T, et T, sont des théories, on dit que 7T; prouve T,, ou que T, est conséquence
de T; si T1 prouve A pour toute A € 7.

On dit gqu’une théorie T est close par déduction si A € T pour toute A close telle
que T prouve A.

On dit qu’une théorie T est cohérente lorsqu’elle ne prouve pas L.

2.3 Modeles

Définition 2.2. Un modéle est la donnée
— d’un ensemble non vide N (appelé ensemble de base),

— d’une d’une fonction (appelée fonction d’évaluation) qui a tout terme du premier
ordre a, toute liste xq, ..., x, de variables du premier ordre distinctes contenant
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au moins toutes les variables libres de a et toute liste by, . . ., b, d’éléments de N
associe un élément de NV, noté a[x; := by, ..., x, := b,y (OU ay Si n = 0),

— d’une fonction (appelée fonction de vérité) qui a toute formule A, toute liste x, . . .,
x, de variables du premier ordre distinctes contenant au moins toutes les va-

riables libres de A et toute liste by, ..., b, d’éléments de N associe un élément
de {0, 1}, noté |A|[x; := by, ..., Xn 1= bp|nr (OU |A|x Si n = 0)
tels que :

— pour toute liste xq,...,x, de variables du premier ordre distinctes, pour tous

c, ..., c, € Nettoutie{l,..., n}, xi[x1 = ¢, ..., Xn = G| = ¢,
— pour tout terme a(y;, .. ., ¥m), pour tous termes by(z, ..., Zp)yeo bm(z, ..., Zp),

pour tous ¢, ..., c, €N,

(alyr == by, ..., Ym = bu])[z1 =<, ..., z, = Colw
=aly =bi[znn=c,..., Zp = CplNy - Ym = bm[z1 =1, ..., z, = G

— pour toute formule A(y;, . . ., ym), pour tous termes by(z, ..., 2,), ..., bm(z1, - .., 2n),

pour tous ¢, ..., c, €N,

|Alyy :== b1, ..., VYm = bulllz1 = a1, ..., Zp = Coln
=|A|ly1 = bi[zs =1, - .-, Zn = ColNs - - - Ym = bmlz1 :=c1, ..., z, = Co|N]Ns
— [Tlv =1,
— |L|N =0,
— pour toutes formules A(xq, .. ., x,) et B(xq, .. ., x,), pour tous ¢, . . ., cn €N,
0 si|A[xi =c,....xs:=coyv=1
A= B|[x1 :=a, ..., Xp 1= Cp|n = et|Bl[xi:=c,....xp:=cJy=0,
1 sinon

— pour toute formule A(xi, .. ., Xn, ¥), pOur tous ¢y, . . ., c, €N,

IVy Al[x1 ==cy, ..., Xp = cply = min{ |Al[x :=cy, .. ., Xp = Cny :=blx; bEN }.

Pour simplifier les notations, on identifiera systématiguement un modéle avec son en-
semble de base. Les éléments de 'ensemble de base sont également appelés les
objets du modéle.

Remarquons que I'on n’a imposé aucune condition sur la vérité des formules de la
forme AN B ou AU B, pas méme que |AN B|y < |A|x. En revanche, on verra par
exemple que tout modele de réalisabilit¢ N vérifie bien |[AN B — A|y = 1 et donc
AN By < |Aly.

Si NV est un modeéle, A(xy, ..., x,) une formule et by, ..., b, des éléments de N, on
dit que N vérifie A[x; := by,...,x, == b, etlon note N = A[x; := by,...,x, := by
(ou respectivement que N vérifie A et N = A si n = 0) lorsque |A|[xy == by,...,
Xy 1= byl = 1.

De plus, si NV est un modéle et 7 une théorie, on dit que N vérifie T ou encore que
N est un modéle de T et 'on note N = T lorsque N vérifie A pour toute A € T.
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Enfin, si N est un modéle, on s’autorisera par abus de notation a utiliser les objets
de N comme des constantes dans les termes et les formules destinés a étre évalués
dans N. Par exemple, si a et b sont des objets de N, on dira « N vérifie Vx (x €
a — x € b)» pour « N vérifie (Vx (x € y — x € z))[y := a,z := b] », et si f est
une M-fonctionnelle de S, x M? dans M, on notera f(a, b) pour (f(y,z))[y = a,
z 1= b|y.

Lemme 2.3. Soient N’ un modéle, a un terme du premier ordre, A une formule, y™ et
z" deux listes chacune composée de variables distinctes et chacune contenant toutes
les variables libres de a et de A, et b et ¢ deux listes d’éléments de N telles que
pour tous i et j vérifiant y; = z, on ait b; = ¢;. Alors a[y™ := b" |y = a[z" := ¢"|y et
Ally™ == b" ]y = |Al[z" == T"]w-

Démonstration. On va montrer que a[y™ := b |x = a[z" := ¢"]|x (lautre preuve est
similaire). Sans perte de généralité, on peut supposer que la liste y™ est contenue
dans la liste z" (sinon, il suffit d’appliquer le résultat deux fois : a l'intersection de y™
avec z" et a y™, puis a l'intersection de y™ avec z" et a z").

Pour tout i € {1,...m}, yi[z" == €]y = b;. Par conséquent, a[y™ = b"|y =
aly™ :=y"[z" :=C"|v|n = (a[y™ = y"])[Z" :=T"|v = a[Z2" :=T"|n- N
Proposition 2.4 (Théoreme de complétude de Gddel). Soit 7 une théorie. Il existe un
modeéle de T si et seulement si T est cohérente.

Pour une preuve de ce résultat (dans un cadre plus général), voir Mathematical
Logic — A Course with Exercises Part | [RC02], p. 208, théoréme 4.29.

Corollaire. Soient 7 une théorie et A une formule close. A est conséquence de T si
et seulement si tout modele de T vérifie A.

2.4 Lathéorie des ensembles extensionnelle

La théorie des ensemble extensionnelle correspond a la théorie des ensembles
telle qu'on I'entend habituellement. Elle ne s’intéresse qu’aux « propriétés extension-
nelles », celles qui s’expriment uniquement a partir des symboles extensionnels et des
connecteurs logiques :

Définition 2.5. Une formule est strictement extensionnelle si elle est construite sur la
grammaire suivante :

A B = alb | a¢b (aetbtermes du premier ordre)
T L
| A> B (A et B formules strictement extensionnelles)
| Vx A (x variable du premier ordre,

A formule strictement extensionnelle).

Définition 2.6. La théorie des ensembles extensionnelle, notée ZF, est la plus petite
théorie close par déduction contenant les formules suivantes (qui sont toutes stricte-
ment extensionnelles) :
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— Laxiome de définition de C :
Vavb (a C b +» Vxea (x € b)),

— Le schéma d’axiomes d’extensionnalité : pour toute formule strictement exten-

sionnelle A(w, x), la formule

Vw Vavb (a ~ b — A(w, a) — A(w, b)),

— Le schéma d’axiomes de fondation : pour toute formule strictement extension-

nelle A(w, x), la formule

vw (Vx (Vyex A(w, y) — A(w, x)) — Vx A(w, x)),

— Le schéma d’axiomes de compréhension : pour toute formule strictement exten-
sionnelle A(w, x), la formule

VwVadbVx (x € b+ (x € an AW, x))),

— Laxiome de la paire :
VaVb3dc(accAbec),

— Laxiome de 'union :
Va Ju Vxea (x C u),

— Le schéma d’axiomes de collection : pour toute formule strictement extension-
nelle A(w, x, y), la formule

Vw Va dbVxea (Jy A(w, x,y) — Jyeb AW, x, y)),

— Le schéma d’axiomes de linfini : pour toute formule strictement extensionnelle
A(w, x, y), la formule

Vw Va3b (a€ bAVxeb (Iy AW, x,y) — Jyeb AW, x, y))),

— Laxiome des parties :
VadpVz (zC a— z € p).

Laxiome d’extensionnalité dit que si a et b ont les mémes éléments (ce qui est la
définition de a ~ b), alors a et b sont égaux au sens de I'« égalité de Leibniz exten-
sionnelle », c’est-a-dire qu’ils satisfont exactement les mémes « propriétés extension-
nelles ». Notons que dans les formulations habituelles de la théorie des ensembles,
c’est I'égalité de Leibniz qui est notée avec un unique symbole (=) et le fait d’avoir les
mémes éléments qui est noté avec une formule, alors gqu’ici, c’est le contraire.

Notation (Couples de Kuratowski extensionnels). On note Couple.(a, b, c¢) la formule
Judv (Vw (w e c o wrRuVw R V)AVYX (X € u ¢ x R a)AVx (x € v & x R aVx = b)).
Elle est strictement extensionnelle.

La formule Couple.(a, b, ¢) dit que ¢ « est le couple (a, b) », avec la définition en-
sembliste usuelle due a Kuratowski (« (a, b) = {{a}, {a, b}} »). On a donc le résultat
suivant :

Proposition 2.7. Les formules suivantes sont conséquences de la théorie des en-
sembles extensionnelle :

— Va Vb 3c Couple(a, b, ¢),

— VaVbVcVa' Vb V¢’ (Couple.(a, b, c) — Couple(a', b, c') = (c~ ' <> a~aAbr

b)).
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2.5 Lathéorie des ensembles non extensionnelle

Définition 2.8. La théorie des ensembles non extensionnelle, notée notée ZF,, est la
plus petite théorie close par déduction contenant les formules suivantes :

— Laxiome de définition de € :

VaVb (a € b+ Jd'eb (a' = a)),
— L’axiome de définition de C :

Vavb (a C b <> Vxea (x € b)),

— Laxiome d’introduction de I'égalité :

— Le schéma d’axiomes d’élimination de I'égalité : pour toute formule A(w, x), la
formule
Yw Vavbh (a = b — A(w, a) — AW, b)),

— Le schéma d’axiomes de fondation : pour toute formule A(w, x), la formule
vw (Vx (Vyex A(w, y) — A(w, x)) — Vx A(w, x)),
— Le schéma d’axiomes de compréhension : pour toute formule A(w, x), la formule

Vw VadbVx (x e b+ (x e an AW, x))),

— Laxiome de la paire :
VaVb3dc(aecAbec),

— Laxiome de 'union :
Va Ju Vxea (x C u),

— Le schéma d’axiomes de collection : pour toute formule A(w, x, y), la formule
Vw Va db Vxea (Jy A(w, x,y) — Jyeb A(W, x, y)),
— Le schéma d’axiomes de l'infini : pour toute formule A(w, x, y), la formule
Vw Va db (ae b AVxeb (y A(W, x,y) — Jyeb A(W, x, y))),
— Laxiome des parties :

VadpVz(zCa— 3Z'epVx (x e 2’ & x € 2)).

Il s’agit (a part pour les trois premiers) des mémes axiomes que pour la théorie
extensionnelle, mais formulés avec les symboles non extensionnels. Remarquons que
pour 'axiome des parties, il a fallu « déplier » un niveau d’extensionnalité, c’est-a-
dire qu’au lieu d’écrire Va 3p Vz (z C a — 3Z'ep (z = Z)), qui aurait correspondu
exactement a I'axiome extensionnel, on a écrit Va3p Vz (z C a — 3Z'ep Vx (x € 2/
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x € z)). La raison est que la premiere formule est tres « forte », a tel point qu’elle n’est
en général pas vraie dans les modeéles de réalisabilité, alors que la seconde l'est.

La similitude formelle entre 'axiome d’élimination de 'égalité de cette théorie et
I'axiome d’extensionnalité de la précédente s’explique ainsi : 'axiome d’extensionnalité
est censé dire que, tant qu’on ne parle que de propriétés extensionnelles, I'égalité
extensionnelle « ~ » se comporte exactement comme une égalité, ce qui s’exprime
naturellement en donnant a ~ les mémes axiomes que = restreints a ce cadre (notons
gue dans la théorie extensionnelle, la version adaptée a ~ de I'axiome d’introduction
de I'égalité, c’est-a-dire la formule Va a ~ a, est une conséquence de I'axiome de
définition de C, elle n’a donc pas besoin d’'un axiome a part).

On va montrer que ZF, est une extension conservatrice de ZF (c’est-a-dire que ZF
est conséquence de ZF, et que toute formule strictement extensionnelle conséquence
de ZF, est également conséquence de ZF).

La premiére étape consiste a montrer a partir des axiomes de ZF, que la relation
~ est une relation d’équivalence compatible avec € et C. Pour montrer que ~ est une
relation d’équivalence, il suffira de montrer que C est un préordre.

Lemme 2.9. Les formules suivantes sont conséquences de ZF, :
(1) ¥x (x < x),
2) VxVyVz(xCy—=yCz—=xC2z),

4) VxVy (x =y =y~ x),
B) Vx VX' Vy (x = x' = x ey — x €y),

)
)
)

5) VxVyVz (x~y 5 y~z—x~2z),
)
)

8) VWxVxX'Vy (x=x' - xCy—x Cy),
)

(
7) VxVyVy' (y~y - xey—xecy),
(

9) VxVy Wy (yry - xSy —=xCy).

Démonstration. Preuve de (1) : d’aprés I'axiome de définition de C, il suffit de démon-
trer a partir des axiomes de ZF. la formule Vx Vy (y € x — y € x). Pour cela, on
applique le schéma de fondation a la formule Vy (y € x — y € x) : il suffit alors de
démontrer la formule Vx (Vy (y e x > Vz (zey -z € y)) > Vy (y e x = y € x)).
Gréce a I'axiome de définition de C, il suffit de montrer la formule Vx (Vy (y e x = y
y) = Vy (y € x = y € x)). Grace a I'axiome de définition de €, il suffit de montrer la
formuleVx (Vy (yex =y Cy) = Vy (y e x — (y e xAy =~ y))), qui est une tautologie.

Preuve de (2) : d’aprés le théoreme de complétude (proposition 2.4), il suffit de
montrer que cette formule est vraie dans tout modeéle de ZF,. Considérons donc un
modéle N de ZF.. On applique le schéma de fondation a la formule Vx Vz (x C y —
y C z = x C z) : il suffit alors de démontrer que la formule Vy (Vbey Va Ve (a C b —
bCc—alc)aWxVz(xCy—y<z— xC z)) estvraie dans N. Soit y un objet
de N tel que Vbey VaVc (aC b— b z— a < ¢) ('hypothese d’induction) soit vraie.
Soient x et y des objets de N tels que x C y et y C z. On doit montrer que Vasx a € z
est vraie : soit donc a € x. Comme x C y, a € y, donc il existe b £ y tel que b ~ a.
Comme y C z, b€ z,donc il existe ce ztelque c ~ b.Onadoncal b,b_c,cC b
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et b C a. Par conséquent, d’aprés I'’hypothése d’induction, a C c et ¢ C a, autrement-dit
ar~c.Commecez,acz.

Preuve de (3) : conséquence de (1).
Preuve de (5)

Preuve de (6) : il suffit de montrer Vx Vx' Vx" Vy (x ® X' > x =~ x" =5 x" ey - x' ~
x"), qui est conséquence de (4) et (5).

(3) :
Preuve de (4) : c’est une tautologie.
(5) : conséquence de (2).

Preuve de (7) :il suffitde montrer Vx Vx'Vy Vy' (y Oy = x = x' > X' ey = x € y').
D’apres I'axiome de définition de C, il suffit de montrer Vx Vx' Vy' (x = x' — x' € y' —
x € y'), qui est équivalente a (6).

Preuve de (8) : conséquence de (2).
Preuve de (9) : conséquence de (2). O

Corollaire. Les formules Vx Vy (x e y - x € y)etVx Vy (x C y — x C y) sont
conséquences de ZF,.

On va maintenant montrer que ZF, prouve un raffinement de ZF, dans lequel les
conditions de stricte extensionnalité sont remplacées par des conditions plus faibles :

Définition 2.10. Soient A une formule et x une variable du premier ordre. A est exten-
sionnelle en x si :

— toutes les occurrences libres de x dans Asontde laforme x € a,a € x, x C aou
a C x avec a un terme du premier ordre,

— aucune sous-formule de A de la forme BN C ou BUC ne contient une occurrence
libre de x.

En particulier, une formule strictement extensionnelle est extensionnelle en toute va-
riable.

Proposition 2.11. Les formules suivantes sont conséquences de ZF, :
(1) Vavb (a & b <> Vx€a (x € b)),
(2) pour toute formule A(w, x) extensionnelle en x, la formule

Vw Vavb (a~ b — A(w, a) — A(w, b)),

(c’est ce qui donne un sens a la notion d’extensionnalité en une variable).
(3) pour toute formule A(w, x), la formule

vw (Vx (Vyex A(w, y) — A(w, x)) — Vx A(w, x)),
(4) pour toute formule A(w, x) extensionnelle en x, la formule
Vw Va3bVx (x € b (x € an A(w, x))),

(5) VavVbIc(a€cAbEc),
(6) Va JuVxea (x Q u),
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(7) pour toute formule A(w, x, y) extensionnelle en x, la formule
vw Va 3bVxeca (3y A(w, x,y) — Jyeb A(w, x,y)),
(8) pour toute formule A(w, x, y) extensionnelle en x, la formule
Vw Va3db(a€ bAVxeb (y A(w,x,y) — Jyeb A(w, x,y))),
(9) VadpVz(zC a— z € p).

Démonstration. Preuve de (1) : conséquence du lemme 2.9

Preuve de (2) : il suffit de procéder par induction sur la structure de la formule
A(w, x). Pour les formules n’ayant pas x comme variable libre, il n’y a rien a mon-
trer. Pour les formules atomiques contenant x, on utilise le lemme 2.9. Enfin, pour les
formules de la forme B(w, x) — C(w, x) ou Vy B(w, y, x), on utilise I'nypothése d’induc-
tion et le fait que la formule (Vw (B(w, a) <> B(w, b))) — (Vw (C(w, a) «+» C(w, b))) —
(Vw ((B(w, a) — C(w, a)) «+ (B(w, b) — C(w, b)))) et la formule (vw Vy (B(w, y, a) +
B(w,y, b)) — (Yw (Vy B(w,y, a) «> Yy B(w,y, b))) sont des tautologies .

Preuve de (3) : notons A(w, x) la formule Vx'~x A(w, x'). Considérons un modéle N
de ZF.. Comme Vw (Vx A(w, x) < Vx A(w, x)) est vraie (le sens de gauche a droite est
une tautologie, le sens de droite a gauche découle de Vx xax), il suffit de montrer que
vw (Vx (Vyex A(w, y) — AW, x)) — Vx AW, x)) est vraie. Par le schéma de fondation,
il suffit de montrer que Vw (Vx (Vyex
AW, y) — AW, x)) = Vx (Vyex A(w,y) — A(w, x))) est vraie. Soient w des objets
de N tels que Vx (Vyex A(w, y) — A(W, x)) soit vraie et x un objet tel que Vyex A(w, y)
soit vraie. On doit montrer que A(w, x) est vraie. Soit donc x’ ~ x, et montrons que
A(w, x") est vraie. Pour tout y € x', y € x, donc il existe y’' € x tel que y’ ~ y, donc

A(w, y') est vraie, et donc A(w, y) est vraie. Par conséquent, A(w, x’) est vraie.
Preuve de (4) : il suffit d’appliquer le schéma de compréhension a A(w, x) et d’utili-
ser (2).
Preuve de (5) : il suffit d’utiliser 'axiome de la paire et le lemme 2.9.
Preuve de (6) : il suffit d’utiliser 'axiome de 'union et le lemme 2.9.
Preuve de (7) : il suffit d’appliquer le schéma de collection & A(w, x, y) et d'utiliser

(2).
Preuve de (8) : il suffit d’appliquer le schéma de l'infini a A(w, x, y) et d’utiliser (2).

Preuve de (9) : Considérons un modéle N de ZF,. Soit a un objet de N et soit p tel
que Vy (y C a — dy'ep Vx (x € y' <> x € y) soit vraie (un tel p existe d’aprés I'axiome
des parties). Soit z { a. Soit y tel que Vx (x e y <+ (x € a A Ix’ € z (X' = x))) soit vraie
(un tel y existe d’aprés le schéma de compréhension). On a y C a, donc il existe y' € p
telque y' Cy ety Cy',etdonc y € p. De plus, y =~ z, par conséquent, z € p. ]

Proposition 2.12. Toute formule prouvable dans ZF est prouvable dans ZF., et réci-
proquement, toute formule extensionnelle prouvable dans ZF, est prouvable dans ZF.
Autrement-dit, ZF. est une extension conservatrice de ZF.

i. Remarquons qu’en revanche, ni la formule (Yvw (B(w,a) < B(w,b))) — (Vw (C(w,a) «
C(w, b)) — (Yw ((B(w,a) N C(w,a)) < (B(w, b) N C(w, b)))) ni son analogue avec U ne sont des
tautologies, d’ou la restriction sur ces connecteurs dans la définition 2.10

33



Démonstration. D’apres la proposition précédente, tous les axiomes de ZF sont consé-
quences de ZF,, donc toute formule prouvable dans ZF est prouvable dans ZF..

Pour la conservation, il suffit de constater que d'une part, si 'on prend un arbre
de preuve quelconque et que I'on remplace tous les ¢ par des ¢, tous les # par des
%, tous les N par des A' et tous les U par des V', on obtient encore un arbre de
preuve, et que d’autre part, si 'on applique le méme traitement a n'importe quel axiome
de ZF., on obtient une formule prouvable dans ZF. Par conséquent, si I'on applique
cette transformation a une formule prouvable dans ZF., on obtient toujours une formule
prouvable dans ZF. Comme les formules extensionnelles sont préservées par cette
transformation, ZF, est conservatrice sur ZF pour ces formules. O

2.6 Interprétation des termes et formules

Le but de cette section est de définir la relation « t réalise A modulo 1L », pour t un
terme, A une formule close et 1L un péle.

Pour cela, on va d’abord associer a A un ensemble de piles appelé sa valeur de
fausseté et noté ||A|| , , qui représente 'ensemble des arguments contre A. Ensuite, on
associera a A un ensemble de termes appelé sa valeur de veérite, notée |A| | et définie
comme le dual de ||Al| ,, dans un sens a préciser. On dira alors que t réalise A modulo
1 lorsque t € |A|, . Intuitivement, t réalise A modulo L si L juge que t est capable
de réfuter tout argument contre A.

La définition de ||A||, sera guidée par deux criteres. Premiérement, la réalisabilité
doit étre compatible avec la logique classique, c’est-a-dire que par exemple, si t réalise
A — B et u réalise A, il faudra que tu réalise B; le lemme d’adéquation, énoncé
et démontré plus loin (proposition 2.19), donnera un sens précis a cette notion de
compatibilité avec la logique classique. Deuxiemement, il faudra pouvoir réaliser les
axiomes de ZF,.

Chaque terme clos du premier ordre doit désigner un €lément du modele de réa-
lisabilité. Pour cela, on va considérer que chaque élément de M nomme un objet du
modele de réalisabilité, et I'on va donc évaluer chaque terme clos du premier ordre en
un élément de M :

Définition 2.13. Soient a un terme clos du premier ordre et IL un péle. La valeur de
a modulo 1L, notée [a] , estle M-ensemble défini inductivement par [f(a1,...,a,)], =

(AL, [a1] o -0 [an] L )-
Définition 2.14. Soient I un pole et X € P(TT). Le dual de X modulo 1, noté X1,
estle M-ensemble determes { t e A,V € X, txm e L }.

Définition 2.15. Soient I un pdle et A une formule close. La valeur de fausseté de A
modulo 1L, notée ||A|| ,, est le M-ensemble de piles défini ci-dessous, et la valeur de
vériteé de A modulo L, notée |A| , est définie comme le dual de ||A|| , modulo L.

Les valeurs de fausseté des formules non atomiques est définie ainsi :

— Tl =0, |1l =TT,

i. Ou par n’'importe quoi, d’ailleurs, et pour cause : pour 'instant on ne sait rien ni sur N ni sur U.
ii. l[dem.
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—_ HA_>BHL:{t.7r; t e |A|l,7T€ HBHJJ_ h

— [IVx Al = Usem |AIx = a]|
— AN Bl = [l L UIIBIlL,
— [[AUBl L = [lAlL N IBIl -
La valeur de fausseté des relations non extensionnelles (a # b et a ¢ b) est définie
ainsi :
_ _ Ll sifaly = [b]y
— llagblly ={meTh ([a], 7)€ [bl }.
Enfin, la valeur de fausseté des relations extensionnelles (a C b et a ¢ b) est définie
par induction sur le couple d’ordinaux (max(rg([a] ). rg([b] )), min(rg([a] ;). re([b])))

ordonné lexicographiqguement (ou rg(x) désigne le rang de x, et le poids le plus impor-
tant est donné au membre de gauche du couple) :

— laC bll, = {tem telcgbl, (c,m) €], },
—Jlagbl, = {tewem telaCel, uelcCal, . (cm) €], )

Quelques intuitions derriere ces définitions :

— || T||, = 0 signifie qu’il n’existe aucun argument contre T, et assure que tout
terme t réalise T,

— ||L]| , = TT signifie que n'importe quelle pile est un argument contre L, et assure
gu’un terme qui réalise L réalise toute formule close,

— [|[A—= B, ={t.m te|Al, ,me|B]|, }signifie qu'un argument contre A — B
est la donnée d’'une preuve de A et d’un argument contre B, et assure que Si
t réalise A — B et u réalise A, alors tu réalise B (grace a la cloture de L par
anti-réduction),

— [|IVx Al ; = U.em |A[x == a]|| , signifie qu’'un argument contre Vx A(x) est la don-
née d’'un argument contre A(a) pour un a € M quelconque, et assure que t
réalise Vx A(x) si et seulement si t réalise A(a) pour tout a € M,

— les connecteurs N et U n‘ont pas d’interprétation logique et servent uniquement a
manipuler directement les valeurs de fausseté ; toutefois, on peut remarquer que
la définition de ||[A N B|| a été choisie pour que t réalise AN B si et seulement si
t réalise A et t réalise B,

— |laghbll, = {me,; ([a] ., 7)€ [b], } signifie que pour tout b € M, pour tout
(a, ™) € b, a désigne un g-élément potentiel de b, et 7 est un argument contre
a ¢ b, c’est-a-dire un argument pour a ¢ b; de cette facon, 'ensemble b contient
toute Iinformation nécessaire pour savoir qui sont les s-éléments de I'objet du
modéle de réalisabilité qu’il nomme,

— ladéfinition de ||a C b, a été choisie pourque |[a C b, = ||Vx (x € b — x g a)]| ,
ce qui permet de réaliser facilement I'axiome de définition de C,

— la définition de ||a ¢ b||, a été choisie pour que
lagbl|, =|Va'(aCad —=a Ca—agb),,

ce qui permet de réaliser facilement I'axiome de définition de €.
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Remarque. On peut montrer par induction que pour toute formule A (x) et tout terme
du premier ordre a(x), les opérations (1L,b) — [A (B)HJL (1. B) — |A (B)‘L et
(1L, B) — [a (E)LL sont des M-fonctionnelles.

Notation. Soit A une formule close. On note || AJ| la fonction qui a L associe ||Al| , et
|A| la fonction qui a L associe |A| .

Définition 2.16. Soient A une formule close, t un terme et 1L un péle. Si t € |A|, on
dit que t réalise A modulo I, et 'on note t I, A.

Remarque. Pour toute formule A(w"), les ensembles { (m, 1L,€) € TT x So x M"; w €
|A(E™)]|, Fet{(t, L, ") e Nx Sy x M"; tl-, A(c") } sont des M-classes.

Définition 2.17. Soient A une formule close et t un terme. On dit que t réalise univer-
sellement A si t réalise A modulo tout pdle.

Remarque. Soit Il un pdle. Pour tous X,Y € Py (TT), si X D Y, alors X+ C YL, Par
conséquent, pour toutes formules closes A et B, si ||Al|, 2 ||BJ| . alors |A], C |B|,,
et en particulier, I'identité Ax.x réalise A — B par rapporta L.

Notation (Equivalence et sous-typage sémantiques). Soient A(x) et B(x) deux for-
mules. Pour tout péle I, on note A =, B lorsque ||A(c)||, = ||B(<)||, pour tous
ce MetA<, Blorsque ||A©)|l, 2 ||B()|l, pourtous © € M. De plus, pour toute
structure de réalisabilité S, on note A =5 Blorsque A=, Bpourtout Il € S,etA <5 B
lorsque A <, B pour tout 1L € S. Enfin, on note A = B lorsque A =, B pour tout L,
et A< Blorsque A <, B pour tout L.

2.7 Typage et adéquation

Le but de cette section est de formuler et de démontrer le lemme d’adéquation, qui
garantira que la réalisabilité est compatible avec le raisonnement classique. En parti-
culier, plus loin, il permettra de démontrer que la théorie engendrée par une structure
de réalisabilité (qui reste encore a définir) est toujours close par déduction.

La premiére étape est de définir une notion de typage d’'un A.-terme par une for-
mule, qui affine la notion de prouvabilité :

Un contexte est un ensemble fini d’hypothéses de la forme x : B (avec x une
variable du A -calcul et B aune formule) tel gu’aucune variable du \.-calcul n’apparait
a gauche de plus d’'une hypothese. Les variable du \.-calcul qui apparaissent a gauche
d’'une hypothése sont dites déclarées dans le contexte, et les variables du premier
ordre qui apparaissent liorement a droite d’au moins une hypothése sont dites libres
dans le contexte.

Un jugement de typage est un séquent de la forme I' - t : A, avec I un contexte, t
un A.-terme dont toutes les variables libres sont déclarées dans I et A une formule. Si
I est un contexte, x une variable du \.-calcul non déclarée dans I et A une formule,
on pourra noter « I, x : A» pour ' U {x : A}.

Un arbre de typage est un arbre formé a partir des regles suivantes. Sa racine (en
bas) est appelée sa conclusion :
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(Axiome)

Nx:AFx: A
(Peirce)
Fa: (A= B)—A)— A
(T-intro) ———— (| -glim) L0 t: L
=t: T ( )rl—tA
(Ls-intro) x:AFt:B (_)_é“m)rl—t:A—MB [Fu:A
M-xt:A— B M-tu:B
. et A _ _ . t:Vx A
i I rtrA ) | ns T V-élim
(vintro) "2 (si x est pas lbre dans ) (v-élim) - S

Un jugement de typage est dit dérivable s'il est la conclusion d’au moins un arbre
de typage.

La notion de typage affine celle de prouvabilité au sens suivant :

Lemme 2.18. Soient A, B;,...,B, des formules. Le jugement de prouvabilité
B, ..., B, = A est dérivable si et seulement s’il existe un \.-terme t et une liste
X1, .-, x, de variables distinctes contenant toutes les variables libres de t tels que
le jugement de typage x; : Bi,...,x, : B, F t : A soit dérivable. De plus, dans ce
cas, on peut demander que t ne contienne ni constante de continuation ni instruction
protégee.

Démonstration. Immédiat par induction sur la structure des arbres de preuve et de

typage. O
Proposition 2.19 (Lemme d’adéquation). Soient A(w), B1(w), . .., B,(w) des formules,
t un A.-terme, xq, ..., x, une liste de variables libres distinctes contenant au moins les
variables libres de t, ¢ des termes clos du premier ordre, uy, ..., u, des termes et Il un

pble. Si le jugement de typage x; : By, ..., x,: B, t: Aestdérivable et que vu; réalise
B;(c) modulo 1L pour tout /, alors t[x; := uy, ..., X, 1= u,] réalise A(<) modulo L.

Démonstration. On procéde par induction sur la structure de I'arbre de typage qui
aboutit au jugement x; : By, ..., x,: B, t:A.

Sil'arbre estde laforme . A .. A, il n'y arien a montrer.

Si l'arbre est de la forme | - (D — E) — D) — D- il suffit de montrer que
a réalise ((D(¢) — E(¢)) — D(¢)) — D(c) modulo L. Soient donc t I, (D(¢) —
E(c)) — D(c) et € |[|[D(T)]| ;- On @ a*tem >k t* ks, donc il suffit de montrer
que k. réalise D(¢) — E(¢) modulo L. Soient u I, D(<) et 7’ € ||E(€)|| .. On a bien
ke *xuem =g uxme I

Si l'arbre est de la forme TEe.T avecl=x:Bi,....,x: By, il suffit de montrer
que
t[x1 := w1, ..., x, := u,] réalise T modulo L, ce qui est clair puisque || T||, = 0.
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©
Si l'arbre est de la forme T +¢t:1 avecl = x : By, ...,x, : B,, on sait par
M=t: A
hypothése d’induction que t[x; = uy, ..., x, = u,] réalise L. Comme L < A(T), il
réalise également A(¢).

Sil'arbre estde laforme [,y:DFt:E avecl = xq : By, ..., X, : B,, on
=Ayt:D—E
sait par hypothése d’'induction que pour tout v I D(T), t[xy := vy, ..., Xy := Uy, ¥y = V]
réalise E(<). Par conséquent, pour tout 7 € ||[E(C)| ,, (Ay-t)[x1 == t1, ..., Xy = Up|*VeT
Skt = ur, o Xy = U,y = vk e L.

O ©>
Silarbre estdelaforme r-t-A—>B T+v:D avecl =x; :By,...,x,: B,
Ftv: E
on sait par hypothése d’induction que t[x; := uy,...,x, := u,] réalise D(¢) — E(c) et
que v[x; = uy, ..., x, 1= up) réalise D(<). Par conséquent, pour tout = € ||E(S)||,,
(tv)[x = uy, ..., Xp 1= Up| * T >k t[xg = uy, ..., Xp 1= Up| * V[x1 = uq, ..., Xp 1= Up|eT €
A
©

Si larbre est de la forme  THt:A(W,y) avecl = x; : By, ..., x, : Bp, 0N
MEt:Vy A(w,y)
sait par hypothese d’induction, et car y n’est pas libre dans I', que pour tout terme
clos du premier ordre d, t[x; := uy, ..., x, := u,] réalise A(c, d). Par conséquent, pour
tout d € M, t[xy = u,...,x, := u,] réalise A(c, d), c’est-a-dire que t[x; := uy, ...,
X, = u,] réalise Vy A(w, y).

©
Silarbre estdelaforme THt:Vy A(W,y) avecl = x : By, ..., x, : B,, on sait par
M=t A(w, a(w))
hypothése d’induction que t[x; = v, ..., X, = u,] réalise Vy A(¢,y), or Vy A(c,y) <
A(¢, a(c)), donc t[x; = uy, .. ., X, 1= u,] réalise A(c, a(c)).

]

2.8 Théorie engendrée par une structure de réalisabilité

Maintenant que I'on a défini la notion de réalisation modulo un pble, on peut passer
a la réalisation modulo une structure :

Définition 2.20. Soient S une structure de réalisabilité, t un terme et A une formule
close. On dit que t réalise A modulo S, et 'on note t IF5 A, lorsque t réalise A modulo
A pourtout L € S.

Remarque. Pour simplifier les notations, lorsque I'on aura fixé une structure de réali-
sabilité S mais pas un pdle particulier, on dira que t réalise A et 'on notera t I A pour
t IFs A. Lorsque 'on aura fixé un p6le I, on dira que t réalise A et 'on notera t I A
pour t -, A.

38



On pourrait étre tenté de définir la théorie engendrée par une structure de réalisabi-
lité comme I'ensemble des formules qui sont réalisées par au moins un terme modulo
cette structure. Cependant, une caractéristique importante de la réalisabilité classique
(par rapport a la réalisabilité intuitionniste) est que pour tout pdle non vide L, il existe
des termes qui réalisent | modulo L. En effet, soit t x * € L, et considérons le terme
k.t : lorsque I'on I'évalue, ce terme ignore son contexte et le remplace par le contexte
« gagnant » m, par conséquent il réalise | modulo .. Par conséquent, afin d’éviter
d’obtenir des théories incohérentes, on imposera la restriction suivante :

Définition 2.21. Une quasi-preuve est un terme qui ne contient aucune constante
de continuation (k) ni aucune instruction protégée (n,). Le M-ensemble des quasi-
preuves est noté Q.

Intuitivement, les quasi-preuves correspondent aux programmes non-privilégiés,
exécutables directement par I'utilisateur d’un systeme (user space programs).

En plus des constantes de continuation, on exclut également les instructions proté-
gées de la syntaxe des quasi-preuves, car il sera parfois nécessaire de faire en sorte
que certaines d’entre elles réalisent | (ou d’autres formules incohérentes), et I'on sou-
haite pouvoir le faire sans rendre la théorie incohérente.

Définition 2.22. Soient S une structure de réalisabilité et A une formule close. La
formule A est réalisée modulo S s’il existe une quasi-preuve t qui réalise A modulo S.

Définition 2.23. Soit S une structure de réalisabilité. La théorie engendrée par S,
notée Th(S), est 'ensemble de toutes les formules closes réalisées modulo S.

En combinant le lemme d’adéquation (proposition 2.19) et le lemme 2.18, on obtient
un résultat essentiel :

Proposition 2.24. Pour toute structure de réalisabilité S, la théorie Th(S) est close
par déduction.

On dira qu’une structure de réalisabilité S est cohérente si la théorie qu’elle en-
gendre l'est. D’aprés le résultat précédent, cela revient a dire qu’il n’existe aucune
quasi-preuve t telle que t x 7 € L pour tout I € S et toute 7 € TI.

Un modele de réalisabilité d’'une structure de réalisabilité S est un modeéle de la
théorie Th (S). D’aprés la proposition 2.4, une structure de réalisabilité admet un mo-
déle si et seulement si elle est cohérente.

Proposition 2.25. Soit S une structure de réalisabilité. S est cohérente si et seulement
si pour toute quasi preuve t, il existe une pile 7 telle que {t x 7} ¥«g 0.

Corollaire. Soit > une relation de multi-évaluation compléte. La structure de réalisa-
bilité engendrée par >~ est cohérente si et seulement si pour toute quasi preuve t, il
existe une pile = telle que {t x 7} ¥k 0.

On dira qu'une formule close est universellement réalisée s’il existe une quasi-
preuve qui la réalise universellement. Cela revient a dire qu’elle est réalisée modulo
toute structure de réalisabilité, ou encore gu’elle est conséquence de Th (S) pour toute
S.

On dira que deux formules A(x) et B(x) sont universellement équivalentes si la
formule Vx (A < B) est universellement réalisée.

39



2.9 Formules préservées par réalisabilité classique

On va voir que les modéles de réalisabilité héritent automatiquement certaines pro-
priétés du modele de départ M.

2.9.1 Axiomes de la théorie des ensembles

La classe la plus importante de propriétés préservées par réalisabilité classique
est celles des axiomes de la théorie des ensembles. Pour étre précis, en utilisant
les axiomes de la théorie des ensembles M (voir annexe B), on va montrer que les
axiomes de ZF, sont universellement réalisés.

Certains des axiomes de ZF, sont des axiomes d’existence : ils disent que dans
une situation donnée, il existe un ensemble avec certaines propriétés. Pour les réaliser,
I'idée est de construire explicitement un nom pour 'ensemble en question. Il faut tout
de méme garder a I'esprit que (contrairement a ce qui se passe dans les modeles de
forcing) tous les éléments du modéle de réalisabilité ne sont pas nommés, au sens ou,
pour certaines structures de réalisabilité, il est possible de trouver une formule A(x)
telle que Ix A(x) soit réalisée mais que —A(b) soit réalisée pour tout b € M (on verra
un exemple au chapitre 3). En revanche, pour tout objet x du modéle de réalisabilité,
on peut bien nommer le singleton {x} :

Proposition 2.26 (Nommage des singletons). Pour toute formule A(w", x), il existe
une M-fonctionnelle s, : Sp x M" — M telle que les formules suivantes soient univer-
sellement réalisées :

— VYW Vx (x € sa(W) — A(W, x)),
— Vw (Ix A(W, x) — 3Ix (x € sa(W))).
En particulier, lorsque A(w, x) définit un singleton, le terme sa(w) désigne ce singleton.

Démonstration. Lidée naturelle serait de simplement poser sa(1L, w) = { (x,7); 7 €
|-~A(w, x)||, , x € M }, mais I'ensemble ainsi défini n’est pas nécessairement un M-
ensemble (il peut s’agir d’'une M-classe propre).

A la place, on va construire la M-fonctionnelle s, de fagon & ce que —“A(w, x) < a &
sa(w) (donc l'identité réalise Yw vx ((A(w, x) — L) — x ¢ sa(w)), qui est équivalente
a la premiére formule) et Vx (x ¢ sa(w)) = Vx (A(w,x) — L) (donc lidentité réalise
Vw (Vx (x & sa(w)) — Vx (A(w, x) — L)), qui est équivalente a la seconde).

En utilisant 'axiome du choix global dans M, on construit une M-fonctionnelle
partielle a : Sy x M" x A -+ M telle que pour tout pble I, tous w € M et tout t € A,
a( L, w, t) est un élément de la M-classe {x € M;t IF; A(w, x)} si celle-ci est non
vide, et a( L, w, t) est non défini sinon.

On pose maintenant sa(L, w) = { (a(lL,w,t), tem); 7 € TI,t € ANtelque a( L, w, t
est défini }.

~—

On peut alors vérifier que pour tout x € M, 2A(W, x) < x & sa(w) et Vx (x gsa(w)) =
Vx (A(w, x) — L). O

Proposition 2.27. Toute formule prouvable dans ZF, est universellement réalisée.

40



Corollaire. Pour toute structure de réalisabilité S, ZF, est contenue dans Th (S).

Preuve de la proposition 2.27. |l suffit de montrer que tous les axiomes de ZF, sont
universellement réalisés.

Pour 'axiome de définition de € (VaVb (a € b +» Ja'eb (a’ = a))), il suffit de montrer
que les formules Va' (a C & — a C a — a' & b) et a ¢ b sont universellement
équivalentes, ce quiestlecascarVva (aCa —a Ca—ad gb)=a¢b.

Pour 'axiome de définition de C (VaVb (a & b < Vxea (x € b))) il suffit de montrer
que les formules Vx (x € b — x g a) et a C b sont universellement équivalentes, ce qui
estlecascarVx (x e b— xga)=a_ b.

Laxiome d’introduction de I'égalité (Va (a # a — L)) est universellement réalisé par
I'identité (Ax.x) (cara # a = 1).

Pour toute formule A(w, x), 'axiome d’élimination de I'égalité pour A (c’est-a-dire
Vw Vavb (a = b — A(w, a) — A(w, b))) est universellement réalisé par le terme 6 =
Xe. At. a(Mk. e(kt)). En effet, soient 1L un pble, w,a,b € M, e lF; a # b — L,
tl-y A(w,a)etw e ||A(w, b)|| . Leterme k.t réalise a# bcarsia= b, ™ € ||A(w, a)|| ,
etdonc k.t réalise L.OnadonCOxeetenm >k ex kptem € 1.

Pour toute formule A(w, x), 'axiome de fondation pour A est logiquement équivalent
a la formule Vw (Vx (Vy (mA(W,y) = y & x) — —-A(W,x) — 1) = Vx (AW, x) —
1)), et celle-ci est réalisée par le combinateur de point fixe de Turing 6 = 66, ou § =
Ad. Xt. t(ddt). En effet, soient AL un pble, w € Mett -, Vx (Vy (HA(W,y) = y ¢x) —
-A(w, x) — L1). On va montrer par induction sur le rang de a que pour tout a € M,
pour tout u I-y —A(w,a) ettoutm € T, 0 x teuem € 1. Soit a € M de rang minimal ne
verifiant pas cette propriété. Soient v I, —A(w,a) et m € T tels que O x teuem ¢ L.
On constate que O xteuem >k tx0teu.m, par consequent txOt.ue.m ¢ 1, Or t réalise
Vy (-A(w,y) — y ¢ a) — -A(w,a) — L et uréalise -A(w, a), par conséquent 6t ne
réalise pas Vy (-A(w,y) — y & a), donc il existe (b, ') € a et v IF =A(w, b) tels que
fxt.ven ¢ 1, ce qui contredit la minimalité de a puisque le rang de b est plus petit
que celui de a.

Chacun des axiomes restant impose I'existence d’'un objet. Pour montrer qu’ils sont
réalisés, I'idée sera de construire a chaque fois un nom explicite pour I'objet en ques-
tion.

Pour toute formule A(w", x) et toute M-fonctionnelle h, : S x M™*! — M, 'axiome
de compréhension pour A est conséquence de la formule Yw Va Vx (x & ha(w, a) <
(A(w, x) — x ¢ a)). Il suffit donc de construire hy, telle que x & ha(w, a) = A(W", x) —
x g a. Pour cela, il suffit de poser ha(LL, w,a) = { (x, tem); t Ik A(W,x),(x,7) € a}.

Pour toute M-fonctionnelle ¢ : Sy x M? — M, I'axiome de la paire est conséquence
de la théorie { Va Vb (a € c(a, b)),Va Vb (b € c(a, b)) }, il suffit donc de construire c telle
que ces deux formules soient universellement réalisées. Pour cela, il suffit de poser
c(L,a,b)={(a,m);, meM}uU{(b,n);, €T} Eneffet,on aalors agc(a, b) = L et
bgc(a b)= 1.

Pour toute M-fonctionnelle v : Sy x M — M, 'axiome de I'union est conséquence
de la formule Va Vx Vy (y & u(a) — y € x — x ¢ a). Il suffit donc de construire u telle
que cette formule soit réalisée. Pour cela, on pose u(lL,a) = { (y, kre7'); (v, 7') €
x,(x,m) € a}. Laformule VaVx Vy (y gu(a) — y € x — x & a) est alors universellement

41



réalisée par le terme B = At. Av. a(Xk. v(tk)). En effet, soient L un pdle, a, x,y € M,
tlFy y du(a),viFyexetm elxeall,.OnapBxtevem > v+ tkyem. COmme
(x,m) € a, tk, réalise y ¢ x, etdonc v« tkyem € L.

Pour les axiomes de collection, de l'infini et des parties, il y a une difficulté supplé-
mentaire, car il faudra s’assurer que le nom que I'on construit est bien un M-ensemble
et non une M-classe propre. Pour les deux premiers, on utilisera le lemme de nom-
mage des singletons (proposition 2.26), et pour le dernier, il faudra simplement étre
soigneux.

Pour toute formule A(w", x, y) et toutes M-fonctionnelles ra, sa : So x M — M,
I'axiome de collection pour A est conséquence de la formule Vw Va Vxga (sa(w, x) €
ra(w,a) A (Jy A(W,x,y) — dyesa(w,x) AW, x,y))) et de I'axiome de l'union. Soit
sa 1 Sp x M™1 — M la M-fonctionnelle donnée par le lemme de nommage des sin-
gletons (proposition 2.26) pour A(w, x, y). Ainsi, les formules Yw Vx Vy (y € sa(w, x) —
AW, x,y)) et Yw Vx (3y A(W, y)) — Ty (v € sa(w, x)) sont universellement réalisées,
donc la formule Yw Vx (y A(w, y)) — Jyesa(w, x) A(W, x, y)) est universellement réa-
lisée. Il ne reste plus qu'a poser ra(lL,w,a) = { (sa(w,x), 7); (x,7) € a } pour que
VYw Va Vxea (sa(w, x) € ra(w, a)) soit universellement réalisée.

Soit A(w", x, y) une formule. Pour toute M-fonctionnelle ¢4 : Sy x M™ — M,
I'axiome de linfini pour A est conséquence de la théorie { Yw Va (a £ wa(Ww, a)),
Vw Va Vx (x € ta(w, a) — Jy A(W, x,y) — Ty € ta(w, a) A(w, x, y)) }. Notons de nou-
veau s, la M-fonctionnelle donnée par le lemme de nommage des singletons (propo-
sition 2.26) pour A(w, x, y). Posons tao(lL, w, a) = { (a, 7); m € TT } et pour tout m € N,
tamii(L, w,a) = tma(dL, w,a) U{ (v, kre7'); (v, ') € sa(W, x), (x,7) € tam(lL,w,a) }.
Enfin, posons ta(LL, W, a) = Upen tam(lL, w, a). La formule Va Vx Vy (y & ta(w,a) —
y € sa(w,x) — x ¢ ta(w,a)) est alors universellement réalisée par le terme g =
At. Av. a(Xk. v(tk)) (on a montré un résultat similaire pour I'axiome de I'union, et
la méme preuve fonctionne ici). Par conséquent, la formule Vw Va Vx (x € ta(w, a) —
dy A(W,x,y) — 3y € ta(w, a) AW, x,y)) est universellement réalisée. Comme par
ailleurs la formule Vw Va (a € ta(w, a)) est universellement réalisée (car a g ta(w, a) =
1), laxiome de I'infini pour A est universellement réalisé.

Pour toute formule A(w", x, y) et toutes M-fonctionnelles q : So x M — M et
f: 8o x M? — M, 'axiome des parties est conséquence de la théorie { VaVz (f(a, z) €
q(a)),VaVz Vx (x € f(a,z) + (x € z A\ x € a)) }, qui est elle-méme conséquence de la
théorie { Va Vz (f(a,z) € q(a)),VaVz Vx (x ¢ f(a,z) + (x € z — x ¢ a)) }. On pose
f(L,a,z) ={(x,tem); tlFy xez,(x,7)€a}:onaalorsxgf(a,z) =xez— x¢a.
Par ailleurs, pour tous 1L, a,z, on a f(1,a,z) € Pu({ (x,7);(x,7) € a,7" € T }),
donc si I'on pose q(1L,a) = { (f(L,a,z),7); z € M, m € TT }, g(L, a) est bien un
M-ensemble (et pas une M-classe propre), donc g est bien une M-fonctionnelle.
D’autre part, la formule Va Vz (f(a, z) € g(a)) est bien universellement réalisée (car
f(a, z) gq(a) = L), donc I'axiome des parties est universellement réalise.

]
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2.9.2 Clauses de Horn

Une autre classe de formules préservées par réalisabilité classique est celle des
clauses de Horn (qui contient en particulier les équations et les inéquations) :

Définition 2.28. Une clause de Horn est une formule close de laforme Vx (E; — ... —
E, — G), ou chaque E; est de la forme a; = b; et G est soit de la forme ¢ = d (clause
définie), soit de la forme ¢ # d (clause négative).

Pour tout péle I, on dit que H est vraie modulo L si pour tous w € M tels que
l[ai[x :=W]], = [bi[x :=w]], pour tout i, on a [c[x :==W]], = [d[x:=W]], si H est
définie, et [c[x :=W]], # [d[x:=Ww]], si H est négative'. Sinon, on dit que H est
fausse modulo 1.

Pour toute structure de réalisabilité S, on dit que H est vraie modulo S si H est vraie
modulo L pour tout I € S, et que H est fausse modulo S si H est fausse modulo L
pourtout IL € S

Enfin, on dit que H est vraie si elle est vraie modulo Sy, et fausse si elle est fausse
modulo S,.

Notation (Implication équationnelle). Soient A une formule et b, c deux termes du pre-
mier ordre. On note b = ¢ — Ala formule (b # c) U A.

Ainsi, lorsque A, b et ¢ sont clos, pour tout péle L,

A i =[b
Hb:C‘_>AHJL:{(|D| i z:n[g]rf_ [b] _

Lemme 2.29. Pour toute formule A et tous termes du premier ordre b et c, les formules
b=c<— Aet b= c — Asont universellement équivalentes.

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que A, b et ¢ sont clos (a
condition que les réalisateurs que I'on obtient ne dépendent pas de A, b et ¢).

Montrons que I'implication de gauche a droite est réalisée par le terme § = At. e.
a(Mk. e(kt)). Soient 1L un pble, t I, b=c — A, elry b=cetn € ||A|,.Ona
dxteeem =k €x ktem, donc il suffit de montrer que k.t réalise b # c. Si b = ¢, alors
t réalise A, donc k.t réalise 1. Sib+# c,alors b # c=, T, donc k,t réalise b # c.

Montrons que I'implication de droite a gauche est réalisée par v = Au. u(Ax. x).
Soient 1L unpble, ulky b=c = Aetm e |[b=c—=A|,.Onay*xuem > ux*
(Ax. x) « 7, donc il suffit de montrer que Ax. x réalise b = c. Comme 7 € |[b = c — A/,
on doit avoir ||b = c < A||, # 0, donc [b], = [c],, et par conséquent b=c =, L —
1. [

Proposition 2.30 (Préservation des clauses de Horn). Soient H une clause de Horn
et S une structure de réalisabilité. Si H est vraie modulo S alors H est réalisée modulo
S, et si H est fausse modulo S alors —H est réalisée modulo S.

Démonstration. H est de la forme Vx ((a1(X) = bi(X)) — ... = (an(X) = ba(X)) —
G(x)), avec G(x) de la forme c(x) = d(x) ou ¢(x) # d(x).

i. Ce qui est a priori trés différent de dire que H est réalisée modulo L.
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D’apres le lemme 2.29, H est universellement équivalente a la formule Vx ((a:(X) =
bi(X)) — ... = (an(X) = by(X)) — G(x)), que I'on notera H.

[l suffit alors de vérifier par le calcul que si H est définie et vraie modulo S alors
H>s L — L, que si H est définie et fausse modulo S alors H =5 T — L, que si H est
négative et vraie modulo S, alors H = T, et que si H est négative et fausse modulo
S,alors H=g L. O

2.9.3 Bonne fondation

Enfin, on peut montrer que toute relation bien fondée dans M donne une relation
bien fondée dans le modele de réalisabilité :

Définition 2.31. Une M-relationnelle binaire < est M-bien fondée si pour tout M-
ensemble non vide A, A possede un élément <-minimal, c’est-a-dire gqu’il existe x € A
tel que pourtouty € A, y <x.

Lemme 2.32. Soit < une M-relationnelle binaire M-bien-fondée. Pour toute M-classe
non vide A, il existe x € A <-minimal dans A.

Démonstration. Supposons par I'absurde que A n’a pas d’élément <-minimal, c’est-a-
dire que pour tout x € A, il existe y € A tel que y < x. Pour tout x € A, notons f(x) le
M-ensemble des y de rang ensembliste minimal tels que y < x, et pour tout X € M
tel que X C A, notons F(X) = U,cx f(x) : ainsi, pour tout x € X, il existe y € F(X) tel
que y < x. Enfin, prenons a € A quelconque et posons B = U,cy F"({a}) : B est un
M-ensemble qui ne contient pas d’élément <-minimal. O

Proposition 2.33. Soient S une structure de réalisabilité, < une M-relationnelle bi-
naire et R.(x, y) une formule. Si < est bien fondée et si pour tous x,y € M tels que
y £x, R-(y,x) =5 T, alors pour toute formule A(w, x), la formule

vw (Vx (Vy (-R<(y,x) = A(w, y)) — A(W, x)) — Vx A(W, x))

(qui dit que —R(y, x) définit une relation bien fondée) est réalisée modulo S.

Démonstration. |l s’agit d’'une généralisation du schéma d’axiomes de fondation de ZF,
(qui correspond au cas ou I'on a x < y si et seulement si le rang de x est strictement
plus petit que y et ou R.(x, y) désigne la formule x ¢ y). On va donc employer une
preuve presque identique.

La formule que I'on cherche a réaliser est logiquement équivalente a la formule
vw (Vx (Vy (HA(W,y) = R<(y, x)) —» AW, x) = L) = Vx (AW, x) — 1))

et elle-ci est réalisée par le combinateur de point fixe de Turing 6 = 64, ou § =
Ad. At. t(ddt). En effet, soient L € S, w € MettlF, Vx (Vy (HA(W,y) = R<(y, x)) —
-A(w, x) — L). Supposons par I'absurde qu’il existe x € M, ul-y —A(w,x) et Tl
telsque O xt.u.m ¢ IL. Comme < est M-bien-fondée, on peut supposer x <-minimal
pour cette propriété.

On constate que O xteuem =k t*x0teuem, par consequent txOt.uem ¢ 1, Or t réa-
lise Vy (mA(wW,y) — R<(y,x)) = -A(w, x) — L et uréalise -A(w, x), par conséquent
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6t ne réalise pas Vy (mA(w,y) — y ¢ a), donc il existe y € M et 7' € ||R(y,x)|
et v IF —-A(w,y) tels que 6 x teve.n’ ¢ 1. Ceci contredit la <-minimalité de x, car
7' € ||R<(y, x)|| L implique ||[R<(y,x)|| #u T, etdonc y < x. O

2.10 Interprétation dans M des formules strictement extension-
nelles

Puisque les formules strictement extensionnelles sont les formules usuelles de la
théorie des ensembles, on doit pouvoir les interpréter dans M :

Notation. Pour toute formule strictement extensionnelle A et toute liste x" de variables
du premier ordre contenant au moins les variables libres de A, on note (A(x")),, la
M-fonctionnelle de Sy x M" dans M définie de fagon suivante :

— (2 S b)) o, (1L, W) = { 1 S? [a(w)] . € [b(W)],

0 sinon,
— ((a & b)(R)) (L, W) = { 1 sifa(w)], & [b(W)],

0 sinon,
— (TE)m (Lw) =1,

M
— (L@ (L W) =0,
(A BYR) (L) = { 1 si (AX)) (1L, W) = 0o0u (B(X)) (Lw) =1

0 sinon,

— ((Yy A)F)) o (1L, W) = { 1 si (A(x,y))p (L, W, v) = 1pourtout v € M

0 sinon.

De plus, pour toute formule strictement extensionnelle A, on s’autorise a noter sim-
plement (A) ,, le terme du premier ordre (A(X)) ., (X), ou X désigne la liste des variables
libres de A.

2.11 Le pole vide

Le pdle vide a un statut particulier, car le modéle de réalisabilité associé est iso-
morphe a M (du point de vue extensionnel) :

Proposition 2.34. Pour toute formule close A, |Al; = 0 = |L|; ou |A|; = A = |T|,. De
plus :

— pour toutes formules closes A et B, |A — B|, = { Q 2:n|(;4rl® =0ou |Bly=A

A sl existe b € M tel que |A(b)[, = A,

— pour toute formule A(x), [Vx A(x)|, = { 0 sinon.

Enfin, il existe une M-fonctionnelle surjective p : M — M telle que :

— pour tous a, b € M, |a & b|, = { é)\ 2: ZEZ; i ZEZ;

— pourtous a,b € M, |aC b|y = { (/z)\ 2: ZEZ; é gggg
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Démonstration. Pour la premiére partie, il suffit de remarquer que pour tout X € Pp(TT),
le dual de X modulo 0 est A si X est vide, et 0 sinon. Pour la deuxiéme, il suffit de poser
inductivement p(x) = { p(y); (v, m) € x, ™ € TT } et de raisonner par induction sur le
rang de a et de b. O

Corollaire. Soit A une formule close strictement extensionnelle. La théorie Th ({0})
prouve A si (A) ,, (0) = 1 (c’est-a-dire si A est « vraie dans M ») et prouve —A sinon.

Corollaire. Soient S une structure de réalisabilité contenant le pble vide. Pour toute
formule close strictement extensionnelle A, si Th({0}) prouve A alors (A),,(0) = 1
(C’est-a-dire que A est « vraie dans M »).
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3 Lalgébre de Boole caractéristique 12

Chaque modele de réalisabilité est muni d’'une algebre de Boole caractéristique
J2 dont la structure donne beaucoup d’'information sur les propriétés du modéle. En
particulier, les modeles de forcing correspondent au cas dégénéré ou 12 est I'algébre
de Boole {0, 1} [Kri18, Kri15].

Pour souligner le réle central de I'algebre de Boole caractéristique dans la théo-
rie de la réalisabilité classique de Krivine, rappelons que cette derniére permet de
construire des modéles de ZF dotés de propriétés ensemblistes surprenantes, qui dé-
coulent essentiellement de la structure de leur algébre de Boole caractéristique (par
exemple, le modéle des threads [Kri12]).

3.1 Lopérateur ] (gimel)

Lidée est d’associer a chaque M-ensemble X un M-ensemble 1X tel que pour
tout x € M, on puisse réaliser x £ IX si x € X et sa négation si x ¢ X. Lopérateur
J fonctionnerait donc comme une sorte de plongement de M dans les modéles de
réalisabilité (a l'instar de I'opérateur «~ » pour le forcing). Cependant, on verra qu’'a
cause de l'existence d’éléments non nommés, il ne s’agit en réalité pas du tout d’un
plongement, car méme pour X = 2 = {0, 1}, les propriétés de 1X dans les modéles de
réalisabilité peuvent étre bien différentes de celles de X dans M.

Notation. On note Jla M-fonctionnelle de M dans M qui a X associe 1X = { (x, 7); x €
X,meTll}.

Pour tous x, X € M, x £ 1X est universellement réalisée si x € X (par l'identité
Ay. y), et x g 3X est universellement réalisée si x ¢ X (par n'importe quel terme) : on
a donc bien rempli I'objectif initial.

On va voir que les formules de la forme a € Jb se comportent comme des égalités,
ce qui permettra d’utiliser les résultats de la section 2.9.2 pour les étudier.

Lemme 3.1. Pour tous termes du premier ordre a et b, a ¢1b = (a € b),, # 1.

Par conséquent, tous les résultats qui s’appliquent aux égalités s’appliquent aux
formules de la forme a ¢ Jb, et tout ceux qui s’appliquent aux différences s’applique
aux formules de la forme a ¢ Jb. En particulier, on étendra désormais la notion de
clause de Horn pour autoriser des prémisses et des conclusions de la forme a ¢ JA
ainsi que des conclusions de la forme a ¢ Jb. La proposition 2.30 reste valable mutatis
mutandlis.

Remarque. Pour tout pdle L, pour tous termes du premier ordre a(w) et b(w), la
clause de Horn Vw (a ¢ 1b) est vraie modulo L si et seulement si pour tous w € M,
[a(w)], € [b(W)] . De méme, la clause de Horn Vw (a ¢ Jb) est vraie modulo L si et
seulement si pour tous w € M, [a(W)] , ¢ [b(W)], .

En s’inspirant de la section 2.9.2, on peut également définir la notation a ¢ Jb — A':
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Notation. Pour tous termes du premier ordre a et b et toute formule A, on note a ¢
b — Alaformule (a € b),, =1 < A (autrement-dit, ae IJb — A = (a ¢Ib) U A).

Ainsi, on peut définir une notation pour les quantifications relativisées a Jb :

Notation. Pour tout terme du premier ordre b, toute formule A et toute variable du
premier ordre x, on note Vx? A la formule Vx (x € Jb — A).

Ainsi, pour tout terme clos du premier ordre b, toute formule A(x) et tout pdle L,
ona Hvij AHl = Usepy, IA(X)|| L, C'est-a-dire que 7 € Hvij AHJL si et seulement s'il
existe x dans [b] , tel que m € ||A(X)||, -

D’apres le lemme 2.29, ces notations font bien ce a quoi I'on s’attend :

Lemme 3.2. Pour tous termes du premier ordre a et b et toute formule A, les formules
aeJb— Aetaelb— Asontuniversellement équivalentes.

Pour tout terme du premier ordre b, toute formule A et toute variable du premier
ordre x, les formules Vx* A et Vx (x € Jb — A) sont universellement équivalentes.

Enfin, une propriété essentielle de I'opérateur J est qu’il se comporte comme une
sorte de foncteur, au sens ou chaque M-fonctionnelle de X; x ... x X, dans Y donne
dans les modéles de réalisabilité une fonctionnelle de JX; x ... x 31X, dans JY :

Proposition 3.3. Soient S une structure de réalisabilité, a;(w), ..., a,(w), b(w) des
termes du premier ordre et f : S x M" — M une M-fonctionnelle. Si pour tout 1L € S,
tous w € M ettous x; € [a1(W)] ..., xs € [an(W)], F(LL, X1, ..., x,) € [b(W)],, alors
la formule Yw Vxi ... Vx3# (f(xy, ..., x,) € Ib) est réalisée modulo S.

Démonstration. Conséquence de la préservation des clauses de Horn (proposition
2.30). O

Comme conséquence de la proposition 2.30, on a également que pour chaque
singleton {x} = X € M, la formule Vy (y € 31X < y = x) est réalisée, autrement dit,
JX désigne bien le singleton contenant uniquement x. En revanche, dés que X a au
moins deux éléments, la situation devient plus compliquée.

3.2 Lalgébre de Boole 12

On va donc chercher a étudier I'objet désigné par JX quand X a deux éléments.
Comme on a pris pour convention que pour tout n € N, n = {0,..., n— 1}, on va
simplement étudier J2.

Tout d’abord, il faut clarifier ce que I'on entend lorsque I'on dit que 2 est une algébre
de Boole.

Dans M, I'ensemble 2 = {0,1} est muni d’opérations A, v, =, 0 et 1 (on voit
les constantes comme des opérations 0-aires), qui font de lui une algébre de Boole.
D’aprés la proposition 3.3, ces opérations se relévent en des opérations sur J2 : c’est
J2 munie de ces opérations qui est une algébre de Boole.

Pour x, y € M, on pose
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| 0 six=00uy=0
XAy_{l sinon ’
0 six=0ety=0

1 sinon

{ 1 six=0

— X = . .

0 sinon

Ces trois M-fonctionnelles définissent chacune un symbole de fonction du langage de
réalisabilité.

Notation. Soit A une formule du langage des algébres de Boole. On note 12 = A la
formule du langage de réalisabilité obtenue en remplacant chaque symbole de fonc-
tion, chaque symbole de relation et chaque connecteur du langage des algébres de
Boole par son équivalent dans le langage de réalisabilité, et chaque V¥ par V2.

Proposition 3.4 (J2 est une algébre de Boole a aux moins deux éléments). Soit A une
formule close du langage des algebres de Boole (voir annexe A). Si A est vraie dans
toute algébre de Boole & au moins deux éléments, alors J2 = A est universellement
réalisée.

Démonstration. Soit Hy, . . ., H, la liste des axiomes des algébres de Boole augmentée
de l'axiome 0 # 1. Toutes ces formules sont des clauses de Horn, et I'on peut vérifier
que les formules (12 = H;),...,(32 & H,) sont universellement équivalentes a des
clauses de Horn, et que ces dernieres sont vraies (essentiellement parce que les for-
mules Hy, ..., H, sont vraies dans I'algébre de Boole {0, 1}). Le résultat découle donc
du lemme d’adéquation et du théoreme de complétude pour le langage des algebres
de Boole (proposition A.18). O

Notation (Equivalence et sous-typage sémantiques — Algébres de Boole). Soient A(x)
et B(x) deux formules du langage des algébres de Boole. Pour tout péle L, on note
A=, Blorsque |32 = A(T)||, = ||32 = B(¢)||, pourtousc € {0,1} et A<, B lorsque
132 = A(©)|l, 2 |132 = B(T)||, pour tous © € {0, 1}. De plus, pour toute structure de
réalisabilité S, on note A =5 B lorsque A =, B pour tout 1L € S, et A <g B lorsque
A <, B pourtout IL € S. Enfin, on note A= B lorsque A=, B pourtout 1.,et A< B
lorsque A <, B pour tout L.

On va voir gu’étant donnée une structure de réalisabilité S, la structure de I'al-
gebre de Boole caractéristique de ses modéles de réalisabilité (plus précisément, I'en-
semble des formules A telle que 12 = A soit réalisée) est liée a des propriétés de
non-déterminisme sur .

3.3 Forme des formules et intersection

Pour toute formule F du langage des algebres de Boole et toute variable x, on a
(32 = Flx:=0])N (32 = F[x :=1]) = (32 | ¥x F). Cela veut dire que l'intersection, qui
n’a a priori qu’une interprétation calculatoire et pas d’interprétation logique, peut dans
certains cas étre ré-interprétée comme une quantification universelle sur 32, qui elle
en a une. Cette remarque sera le moteur du chapitre 4, et pour I'exploiter pleinement,
on va préciser dans quel cas elle s’applique :
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On dit que deux formules A et B du langage des algébres de Boole ont la méme
forme s'il existe une formule F du langage des algébres de Boole et une variable x
telles que A = F[x := 0] et B = F[x := 1]. Dans ce cas, on choisit arbitrairement une
telle formule F et 'on note AN B pour Vx F. On peut vérifier que (12 = ANB) = (32 =
A)N (32 = B), et que par conséquent, la formule ainsi définie ne dépend pas modulo =
de la formule F choisie. Cette nouvelle opération N est compatible avec =, et I'on fera
attention a ne I'utiliser que dans des situations ou seule sa valeur modulo = importe
(C’est-a-dire des situations ou le choix de F n’importe pas).

3.4 Le cardinal de J2

Lune des propriétés de 12 que I'on peut vouloir étudier est son cardinal. Dans cette
section, on va développer quelques outils pour parler de ce cardinal.

Si B est une algébre de Boole et n en entier naturel non nul, la formule Vx; ... x,
Vizj(xi = x;) est vraie dans B si et seulement si B a strictement moins de n éléments.
Ceci justifie la notation suivante :

Notation (Cardinal de J2). Soit n un entier naturel non nul.
— On note 32| < n (ou |12| < n+1) laformule 12 |= Vx; ... x, V(X = Xj),
— On note |12]| > nla formule (|32] < n) — L,
— On note |12| = nla formule (]32] > n) A (]32] < n+1).

Remarque. Le cardinal d’'une algébre de Boole finie est toujours une puissance de
2. Par conséquent, d’apres la proposition 3.4, pour tout entier naturel n, les formules
|72| < 2" et 32| < 2" sont universellement équivalentes, et par conséquent, les
formules 32| = 2" et |32] > 2" A 32| < 2" sont universellement équivalentes.

En général, une algebre de Boole a au moins 2" éléments si et seulement si elle
contient une séquence de n éléments non nuls deux a deux disjoints [GH08, chapitre
15, conséquence du lemme 1]. Par conséquent, d’aprés la proposition 3.4, les formules
« J2 a au moins 2" éléments » et « J2 contient une séquence de n éléments non nuls
deux a deux disjoints » doivent étre universellement équivalentes. On utilisera plutét la
seconde formulation, car sa valeur de fausseté est plus simple a manipuler.

Notation. Pour tout entier naturel non nul n, notons D" la formule suivante du langage
des algebres de Boole :

Vxy ... Vx, (X1#0—>...—>X,,7é0—> (\/X,-/\)g) #O)

i#j

Pour toute algébre de Boole B, la formule D" est vraie dans B si et seulement s’il
n’est pas possible de trouver n éléments non nuls deux a deux disjoints dans B. Par
conséquent, les formules |12| < 2" et 12 &= D" sont universellement équivalentes.

Le lemme suivant décrit explicitement la valeur de fausseté de 12 = D", qui est en
effet assez simple :
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Lemme 3.5. Soient n un entier naturel non nul, 1. un péle, t,..., t, des termes et
m une pile. On a ty« ... «t,em € |12 |=D"||, si et seulement si au plus un des t; ne
réalise pas .. modulo L.

Démonstration. Pour tous xi, ..., x, € {0, 1}, on peut vérifier que (\/,-#J- x; N\ xj) =0si
et seulement si au plus un des x; est différent de 0. Par conséquent, tje ... et e €
132 = D"|| , si et seulement s'il existe xi, ..., x, € {0, 1} tels que t; réalise x; # 0 pour
tout i et qu’au plus un des x; soit différent de 0. O

La notation suivante donne une troisieme maniere d’exprimer le cardinal de J2.
D’une certaine maniere, c’est la plus importante, car c’est elle qui fournira le lien avec
le non-déterminisme :

Notation. Soit n un entier naturel non nul. On note £" la formule

T — (0gx) —» -+ — (0gx) — (0¢x) (1)
I Nn (0gx) — T - - = (0gx) — (0¢x) (2).
N 0gx) — (0gx) = - = T = (0gx) /) ()

Remarque. La combinaison de la quantification sur x et de I'utilisation d’atomes de
la forme 0 ¢ x simule une quantification du second ordre (le choix de I'élement 0 est
arbitraire) : si la syntaxe des formules avait permis les quantifications du second ordre,
on aurait simplement défini £” comme la formule

ToX—> - >X-> X

N X—=>T—=->2X—> X
vX | . . :

NX—=X—=-=T—= X

La valeur de fausseté de £" ressemble a celle de 12 = D" (ce qui explique qu’elles
soient équivalentes) :

Lemme 3.6. Soient n un entier naturel non nul, 1. un péle, t;, ..., t, des termes et «
une pile. On a ty« ... «t,om € ||€"]|, si et seulement s'il existe au plus un i tel que
tixm §é .

Démonstration. Similaire a celle du lemme 3.5. O

Proposition 3.7. Soit n un entier naturel non nul. Les formules (32| < 2", 12 = D" et
E" sont universellement équivalentes.

Démonstration. On a déja vu que |32| < n et 12 = D" sont universellement équiva-
lentes.

Par les lemmes 3.5 et 3.6, £&” < (J2 | D"), donc £&" — (J2 = D") est univer-
sellement réalisée par Au.u. De plus, par les mémes lemmes, (12 = D") — £" est
universellement réalisée par Au. Aty.. ... At,. a (Mk. u (kty)...(kt,)), car pour tous L,
meti, t;xm e I implique k.t; IFy L. O
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3.5 Instructions de vote et fork

A Taide du langage des relations de multi-évaluation, on peut définir la notion
d’instruction de vote et formuler un résultat de spécification qui relie ces instructions a
J2:

Définition 3.8. Soient k et n deux entiers naturels tels que k < netn > 0 et > une
relation d’évaluation. Une instruction de (n, k)-vote modulo » est un terme ¢ tel que
pour tous termes t, .. ., t, et toute pile , pour tout J C{1,..., n} de cardinal au moins
n—k,{oxtie...otgem} = {tixmic J}

Proposition 3.9. Soient S une structure de réalisabilité et n un entier naturel non nul.
Un terme ¢ réalise £” modulo S si et seulement si ¢ est une instruction de (n, 1)-vote
modulo > .

Démonstration. Tout d’abord, d’apres lemme 3.5, pour tout plle 1L, tie... ety €
|E"|| , si et seulement si 'ensemble { j € {1, ..., n}; txm € 1 } est de cardinal au
moins n — 1. Par conséquent, les deux termes de I'équivalence reviennent a dire que
pour tout UL € S, pour tous tye ... ethem € ||E"||, @ *tie ... ot,em € I :ils sont donc
équivalents. O

Corollaire. Soient S une structure de réalisabilité et n un entier naturel non nul. La
formule [J2| < 2" est conséquence de Th(S) si et seulement s’il existe une quasi-
preuve qui est une instruction de (n, 1)-vote modulo >g.

Remarque. On peut faire le point sur ce qui fait marcher cette correspondance entre
instructions de vote et formules sur J2, car il s’agit d’'un motif qui sera repris au cours
de ce chapitre et du suivant. Les trois ingrédients essentiels sont les suivants :

— les formules £" sont construites pour spécifier les instructions de vote,

— gréace al'instruction «c (c’est-a-dire a la logique classique), on peut traduire Vx (0 ¢
x=>T-o0gdx)en2E1 —>T— L,V (0gx —>T =50gx - 0¢x)en
R2EL->T—1-— 1,etc,

— quantifier universellement sur J2 (opération logique) revient a faire une intersec-
tion' (opération a priori non logique). Par ailleurs, quantifier existentiellement sur
J2 revient a faire une union".

On verra a la section suivante un résultat analogue pour les instructions de (n, k)-
vote en général.

Le nom d’instruction de vote vient du fait que si tous les t; sauf k « s’accordent » sur
un comportement, alors ¢ t;...t, « choisit » ce comportement. Par exemple, si tous
les t; sauf k sont égaux a I'entier de Church 0 = A\f. Ax. x, alors ¢ t; ... t, se comporte
comme I'entier de Church 0. (La notion d’instruction de (3, 1)-vote a été introduite par
Trakhtenbrot [Tra74].)

Considérons maintenant les définitions suivantes :

Définition 3.10. Soit > une relation d’évaluation.

i. Cest-a-direque (12 =VxA)= (A2 E Alx:=0])N (32 £ Alx :=1)]).
ii. On peut vérifier que (12 E Ix A) = (12 E =A[x :=0]) U (12 | =—A[x :=1]).
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— Une instruction de choix non-déterministe-may (ou instruction fork') modulo > est
un terme ¢ tel que pour tous termes v, v et toute pile 7, {¢p x ueven} = {ux 7}
et {Y xue.ver} = {v*m} (autrement-dit, une instruction de (2, 1)-vote).

— Une instruction de choix non-déterministe-must modulo > est un terme x tel que
pour tous termes u, v et toute pile 7, {x x ueven} > {ux 7, v 7}

Proposition 3.11. Soit S une structure de réalisabilité. Un terme t est une instruction
de choix non-déterministe-may modulo > si et seulement si pour toutes formules A(x)
et B(x), il réalise vx (A — B — AN B) modulo S, et c’est une instruction de choix non-
déterministe-must modulo >¢ si et seulement si pour toutes formules A(x) et B(x), il
réalise vx A— B — AU B modulo S

Démonstration. Si t est une instruction fork, soient 1L € S, A(X) et B(x) deux formules,
XxeM,ulky AX), vIFL B(y) etn e ||[AX)NB(x)|,. Si 7 € ||AX)|,, alors {t %
Uever} s {uxm} C I, etde méme,sim c ||B(X)|,,alors {txueven} s {vrm} C
L.

Supposons que t n’est pas une instruction fork. On peut supposer sans perte de
généralité qu'il existe u, v et 7 tels que {t x usven} ¥ s {u*m}. Soitdonc I € S tel
que uxm € Ll ettxueverm ¢ 1L, notons Ala formule 0 ¢ {(0, 7)} et B la formule T (de
sorte que ||A||, ={n}et|B||, =0). Alors, usver € |JA— B — AN BJ,,etdonctne
réalise pas A— B — AN B modulo .

Le preuve du second point est similaire. O

Proposition 3.12. Soit S une structure de realisabilité. La formule |12| = 2 est consé-
quence de Th(S) si et seulement s’il existe une quasi-preuve qui est une instruction
fork modulo > .

Démonstration. Conséquence du proposition 3.9 et de la proposition 3.4. O

3.6 Instructions de vote généralisées

On va montrer un résultat similaire a la proposition 3.9 et a son corollaire pour les
instructions de (n, k)-vote en général, et méme en fait pour une généralisation de ces
instructions de vote.

Définition 3.13. Soient n un entier naturel non nul, K une partie de P(n) décroissante
pour l'inclusion et > une relation d’évaluation. Une instruction de (n, K)-vote modulo
>~ est un terme ¢ tel que pour tous termes t, ..., t, et toute pile w, pour tout p € K,

{o*tie...otgem} = {tixm i ¢ p}.

En notant P«(n) 'ensemble des parties de n a au plus k éléments, les instructions
de (n, P<«(n))-vote coincident avec les instructions de (n, k)-vote.

Si ¢ est une instruction de (n, K)-vote et si tous les les t; sauf ¢;,,...,t;, avec
{i,...,im} € K «s’accordent » sur un comportement, alors ¢ t,...t, « choisit » ce
comportement.

i. Krivine appelle cette instruction ou paralléle. Cependant, pour rester cohérent avec la littérature
antérieure [Plo77], on réservera le nom de ou paralléle a une autre instruction, définie a la section 4.2.1.
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Pour étudier ces instructions de vote généralisées, on va construire des outils ana-
logues a ceux de la section 3.4 :

Notation. Pour tout entier naturel non nul n et toute K parie décroissante de P(n),
notons Dy, la formule suivante du langage des algébres de Boole :

Vx1 ... Vx, (X1#0—>...—>X,,7£O—>(\/ X,-p);él),

ou x” désigne le terme du premier ordre x; si i € p, et —x; sinon.

Lemme 3.14. Soient n un entier naturel non nul K une partie décroissante de P(n),
A un pble, ti,...,t, des termes et m une pile. On a ty« ... o t,em € |32 = Di ||, Si et
seulement si 'ensemble des i tels que t; ne réalise pas L modulo I est dans K.

Notation. Pour tout entier naturel non nul n et toute K parie décroissante de P(n),
notons &£} la formule suivante :

\Z Vx, V (x1=0=0¢y)—>... > (x,=0=0¢y)
X1 ... VX, Vy —‘>(VpeK Ai—o n_lxlf’):1L+0§/y )

.....

ou x” désigne le terme du premier ordre x; si i € p, et —x; sinon.

Lemme 3.15. Soient n un entier naturel non nul K une parie décroissante de P(n), 1L
unpole, t;,..., t,destermes et runepile. Ona t;« ... « t,o € ||E; ||, Si et seulement
si 'ensemble des i tels que t; x ™ ¢ 1L est dans K.

Corollaire. Pour tout entier naturel non nul n et toute K partie décroissante de P(n),
les formules £ et 32 = Dy, sont universellement équivalentes.

Proposition 3.16. Soient S une structure de réalisabilité, n un entier naturel non nul
et K une partie décroissante de P(n). Un terme t est une instruction de (n, K)-vote
modulo > si et seulement s’il réalise £ modulo S.

Pour pouvoir relier les instructions de (n, K)-vote a 32, il ne reste plus qu’a com-
prendre ce que signifie la formule Dj. On va voie qu’elle est soit toujours vraie, soit
équivalente a une formule qui dit « il y a strictement moins de p éléments » pour un
certain u a déterminer.

Pour unifier les deux cas et simplifier les énoncés, on va utiliser la notation co avec
les conventions suivantes :

— Lénoncé « oo > n » est vrai pour tout entier naturel n,
— inf(0) = oo,

— Pour tous n et k entiers naturels avec k < n, [{] =1sin=k =0, et []] = oo S
k=0etn>0,

— 2% = o0,
— Les énoncés « X a strictement moins de oo éléments » et « X a au plus co élé-
ments » sont vrais pour tout ensemble X,
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— Les énoncés « X a strictement plus de oo éléments » et « X a au moins co élé-
ments » sont faux pour tout ensemble X,

— Les notations |32| < oo et |12] < oo désignent la formule T,
— Les notations |32| > oo et |12] > oo désignent la formule T — L.

Notation. Soient n un entier naturel et K une partie de P(n). On notera
p"(K) =inf{me N*;3p,, ..., Pm€ K, (mmU---Upy)=n} e N U{oo}.
S’il n'y a pas d’ambiguité, on le notera simplement p(K).

Lemme 3.17. Pour tout entier naturel non nul n, toute K partie décroissante de P(n)
et toute algebre de Boole B, la formule Dy, est vraie dans B si et seulement si B a
strictement moins de p"(K) éléments.

Démonstration. — Par contraposée, supposons que B a au moins 245 éléments.
Nécessairement, u(K) est fini (car par convention, aucun ensemble n’a au moins
oo éléments). On peut donc trouver ay, .. ., aux) € B non nuls deux a deux dis-
joints. Quitte a agrandir, par exemple, a;, on peut supposer que a; V.. .Vayk) = 1.
Soient p1, ..., puk) € K tels que (p1 U ... U puk)) = n.

.....

Pour tout i < n, pour tout j € {1,...,u(K)}, on a a; < x”. En effet, on a soit
i € p;,soiti¢ p.Siiep,alorsa < x = x”.Sii¢ p,alorsaAx =

De plus, pour tout i < n, x; est non nul. En effet, (p1 U ... U pyk)) = n, donc il
existe j tel que i € p;.

. — =1,...,

par conséquent, B ne vérifie pas Dy.
— Supposons que B a strictement moins de 2#(K) éléments, et montrons que B

verifie D.
Dans un premier temps, supposons que u(K) est fini. Ainsi, B est finie et a m
atomes, avec m < p(K). Notons ay, ..., a,, ces atomes.

Soient x, .. ., x,_1 des éléments non nuls de B, et supposons par I'absurde que

i=0,...,n—1 le Z aJ
Pour tout i < n, x; > 0, donc il existe j € {1,..., m} tel que x; > a;. Comme
Aizo...n1 X" > aj,0nai € p; (car sinon, on aurait Aj—q . ,_1 x < —aj).

Par conséquent, on a (p; U ... U p,) = n, ce qui contredit m < p(K).

Supposons maintenant que p(K) = oo. Il existe donc k < n tel que pour tout
p € K, k ¢ p. Pour tous x, . . ., X,—1 €léments non nuls de B, on a donc

(v A )<



et -xx < 1car x, # 0. Autrement dit, B vérifie Dj.
U]

Finalement, on en déduit le résultat suivant, qui relie le cardinal de J2 aux instruc-
tions de vote généralisées :

Théoréeme 3.18. Soient n un entier naturel non nul et K une partie décroissante de
P(n). Les formules |32| < 2#(K) 32 |= D2 et £ sont universellement équivalentes.

Corollaire. Soient S une structure de réalisabilité, n un entier naturel non nul et K une
partie décroissante de P(n). La formule |12| < 2#() est conséquence de Th(S) si et
seulement s’il existe une quasi-preuve qui est une instruction de (n, K)-vote modulo
~s.

Corollaire. Soient S une structure de réalisabilité, n un entier naturel non nul et k €
{0, ..., n}. La formule |32| < 2'%! est conséquence de Th(S) si et seulement s'il existe
une quasi-preuve qui est une instruction de (n, k)-vote modulo >g.

Démonstration. |l suffit de vérifier que w,(P<x) = [7]. O

On va maintenant démontrer la réciproque de la proposition 3.4.

3.7 Complétude de la théorie des algebres de Boole a au moins
deux éléments pour 12

Lobjectif de cette section est de démontrer le résultat suivant :
Théoreme 3.19. Soit 7 un M-ensemble de formules closes du langage des algébres
de Boole. Sont équivalents :

— |l existe une structure de réalisabilité cohérente S telle que pour tout A € T, la
formule J2 |= A est réalisée modulo S,

— |l existe une algébre de Boole a au moins deux éléments qui vérifie T.
Corollaire. Pour toute formule close A du langage des algebres de Boole, si 12 = A
est universellement réalisée, alors A est vraie dans toute algébre de Boole a au moins
deux éléments.

Corollaire. Pour toutes formules A(x) et B(x) du langage des algébres de Boole, si
A < B alors la formule Vx (A — B) est vraie dans toute algébre de Boole a au moins
deux éléments.

Remarque. Le fait que le premier énoncé implique le second est une conséquence de
la proposition 3.4 et du théoreme de compacité de la logique du premier ordre.

On fixe un M-ensemble T de formules closes du langage des algébres de Boole.
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3.7.1 Construction de la structure

Fixons une M-injection A — v, de I'ensemble des formules (non nécessairement
closes) du langage des algebres de Boole dans A telle que pour toute formule A :

— Si A € T, 4 est une instruction non protégée;

— Sinon, y4 est une instruction protégeée.
Remarque. Comme remarqué au début de I'annexe A, toute formule A(x) du langage
des algebres de Boole peut se lire de maniére unique (a renommage des variables
Yor---»¥m Prés) comme Vy, (Bp — ... = Vy,,_1 (Bm-1 — ¥y, b # b')...). Par consé-

quent, toute formule A(x) du langage des algebres de Boole peut se lire de maniére
unique (& renommage des variables y,, .. ., Zo.0, - - - Prées) comme

VYO (Vfoyo (BO,O — ... \V/foy,,ofl (BO,nofl — V?O,no C1 75 C{) .. ) — ...
Vmel (V?m_]_’o (Bm—l,O — ... V?m—l,nm_1—1 (Bm—l,nm_1—1 — me_]_vnm_l Cm—1 7é C,I.n_l) .. )
—VZn, b#b)..).
De plus, on peut faire en sorte que les variables X, y,, .. ., Zo,0, - - - SOiENt distinctes.
Dans cette situation :

— On note y pour vy, . .., ¥, (et de maniere générale, Y pour Yy, ..., Y quelle que
soit la nature des expressions Y) ;

— Pour tout i < m, on note z; pour z;, ..., Z; (et de maniére générale, Z: pour
Zio, -, Z; n; quelle que soit la nature des expressions Z; ;).

Soit - la plus petite relation binaire sur Pp(A x ) telle que :
— Pour tous p, g € AxTI, si p =& g, alors {p} = {q};
— Pour toute formule close

V.VO (V?O,O (BO,O%---%V?O,no C07£C(I)...) — ... Vymb#bl)

(notée A) du langage des algebres de Boole avec X, yy, ..., Zo,0, ... distinctes,
pour tous B € {0,1} tels que {0,1} = (b = b')[y := B], pour tous termes
to, ..., tn_1 et toute pile ,

ti % VB, o[2i i= 5,y = ,8] .. .. "YB;,n,-fl[Z.i = 5,y = ﬁ] o T
{Yaxtoe ... otmqem} > i< m, ;€ {0, 1} tels que

{01} | (¢ = [z =6,y == f]

On note > la plus petite relation de multi-évaluation contenant -1, et I'on considére
la structure S = S...

Remarque. La relation d’évaluation > est compacte.

Proposition 3.20. Pour toute formule close A du langage des algebres de Boole, v,
réalise (12 = A).

Corollaire. Pour toute A € T, 12 |= A est réalisée modulo S.

57



Démonstration. Fixons un péle 1. € S, et procédons par induction sur la profondeur
de la formule :
Soient

— Une formule close VYO (\V/foyo (BO,O — ... V?O’no (o)) 7é Cé .. ) — ... — Vym b %
b'...) (notée A) avec X, y,, - .., Zo,, - - - distinctes,

— B des éléments de {0, 1},
— to, ..., tm_1 des termes tels que pour tout /i, t; IF (32 E (VZio (Bio — ... —
VZin G # . ) [y = B,
— me |2 (b# by =Bl -
Montrons que ya x tye ... etp_1em € L.
Pour alléger les notations, on supposera que m =1 et ng = 1 et que les listes y, et

Zo,1 Sont vides, et 'on omettra les indices correspondants (par exemple on notera y et
Z pour y, et zy o respectivement) : la preuve est trés similaire dans le cas général.

Pour tous § € {0,1} tels que {0,1} = (¢ = ¢')[z := §,y := B], d'une part, par
hypothese d'induction, v, 555 I (32 = B[z := 6,y := f]), et d'autre part, t IF (32 |-
B[z :=4,y := p] — L) :par conséquent, t x Vg5 7 € L.

De plus, comme = € |12 (= (b # b)[y :== B]| ,, {0.1} = (b = b)[y == B], donc
finalement, y4 x t«m € I par définition de . O

Notation. Soient 6 un A\ -terme ou une pile, x des variables du premier ordre distinctes,
et 3 des termes du langage des algébres de Boole. On note 0[x := 3] le \.-terme ou la
pile défini(e) par induction sur 6 de la fagon suivante :
Pour les termes :

— YalX := 3] = VA=

—ylx =3 =y;

— (tu)[x := 3] = (t[x := 3])(u[x :=3]);

— (Ay. t)[x =3 = My. (t[x :=3]);

— a[x:=3] = «;

— kﬂ[y = 5] = Kn[x:=3] 5
— 6[x := 3] = § si § est une instruction protégée ou non protégée qui n’est pas de
la forme v, ;

Pour les piles :
— wy[X :=3] = wy;
— (tem)[x :=13] = (t[x :=3]) « (7[x := 3]).
Les A\.-termes t et t[x := 3] ont les mémes variables libres. En particulier, si t € A,
t[x :=13] € A.

3.7.2 Contenu d’un programme

Définition 3.21. Soit 6 un \.-terme ou une pile. Le contenu de 6, noté Cy, est la formule
du langage des algebres de Boole définie, par induction sur 6, de la fagcon suivante :

Pour les termes :
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— C,, est la formule A,

— C, estlaformule T,

— Cq, estla formule C; A C,,,
— Cyy ¢ st la formule Cq,
— Cq estlaformule T,

— Cy, est la formule C,,

— Cs est laformule T si § est une instruction accessible ou non-accessible qui n’est
pas de la forme y,,

Pour les piles :
— C,, estlaformule T,
— C;., estlaformule C; A C,.

Lemme 3.22. Pour toute quasi-preuve t, T = C;.

Lemme 3.23. Soient t et t' deux termes, 7 et 7’ deux piles, et x des variables du
premier ordre distinctes contenant au moins toutes les variables libres de C; et C,. Si
txm =k t'x 7', alors x contient toutes les variables libres de C. et C,, et toute algébre
de Boole a au moins deux éléments vérifie Vx ((C: A Cx) — (Cy A Cy)).

3.7.3 Cohérence de la structure

Posons 1L = {p € A« TI;{p} > 0}.

Lemme 3.24. Lensemble 1. est un péle, et c’est le plus petit élément de S (pour
I'inclusion).

Pour tout entier n, posons 1L, = {p € AT, il existe m < net Q € Py(L,,) tels que
{p} =! @} (par induction sur n). En particulier, 1L, = 0.

Lemme 3.25. Ona 1L = ey L.

Lemme 3.26. Soient n un entier, t un terme, 7 une pile, x des variables du premier
ordres distinctes contenant au moins toutes les variables libres de C; et C,, et a et b
des termes clos du langage des algébres de Boole tels que {0,1} = a = b. On a
t[x := 3] xw[x := 3] € 1, si et seulement si t[x := b] x 7[x := b] € LL,,.

Proposition 3.27. Soient t un terme, 7 une pile, a” et 3” des termes du langage des
algebres de Boole et x7 des variables du premier ordre distinctes contenant au moins
toutes les variables libres de C;, C,, 3, et 3 :

Si pour tous a? € {0,1} tels que {0,1} vérifie (a2 = 3d)[x = @], on a
tfx :=a] x[x :=a] € L, alors la formule 3x (C; A C, A (3 = @')) est contradictoire.

Corollaire. Pour toute formule close A du langage des algébres de Boole, pour tout
terme t, si t réalise 12 = Adans S, alors C; = A.

Démonstration. Si t réalise 12 = A dans S, alors en particulier y_, x tewo € L, donc
—A A C, est contradictoire, et par conséquent, C; = A. O
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Corollaire. Pour toute formule close A du langage des algébres de Boole, 12 = A est
réalisée modulo S si et seulement si et seulement si 7 = A.

Corollaire. S’il existe une algébre de Boole a au moins deux éléments qui vérifie T,
alors la structure de réalisabilité S est cohérente.

Démonstration de la proposition. On va montrer par induction que pour tout entier u,
pour tous tels t, w, a°, 3% et x9, si pour tous a? € {0, 1} tels que {0,1} = (a3 = @)
[x :=a],onat[x :=a]x7[x :=a] € 1,, alors la formule 3x (C; A C, A (a = @)) est
contradictoire.

Soit . un entier tel que le résultat soit vrai pour tout v < u, et soient ¢, 7, 3, a” et x4
tels que pour tous @’ € {0,1} tels que {0,1} = (@ = 3@)x = aqa],
tix =a]*x7n[x:=a] e L,.

Par définition de L, il existe v < u tel que pour tous @ € {0, 1} tels que {0, 1} |=
(a=73)[x :=a], il existe Q € Pu(lL,) tel que {t[x :=a] xr[x :=a]} ! Q.
On est donc dans 'une des situations suivantes :
— Pour tous @ € {0,1}, {0,1} = (3 # 3@)[x := @]. Dans ce cas, d’apres le premier
corollaire de la proposition A.10, la formule 3x 3 = 3 est contradictoire, donc a
plus forte raison, la formule 3x (C; A C, A (3 = @')) I'est aussi.

— Il existe t’ et ' tels que tx 7 =% t' x 7' et pour tous @’ € {0, 1} tels que {0,1} =
(a2 = 3@)[x :=a], t'[x .= a]rxn'[x := &] € 1L,. Dans ce cas, par hypothése de
récurrence, la formule 3x (Cv A C» A (@ = 3')) est contradictoire, et d’apres le
lemme 3.23, la formule Ix (C: A C A (3 = 3')) est contradictoire.

— t est de la forme (%), avec A de la forme Vy, (VZoo (Boo — ... = YZon G0 #
¢..) = ... o Vy, b£Db..)etx,y,...,2Z00, ... distinctes, m est de la forme
Uge ... eUn_1e7', et pour tous a? € {0,1} tels que {0,1} = (3 = @)[x := @], il
existe B € {0,1} tels que tels que {0,1} |= (b = b)[y := B,X := & et que pour
tout i < m, pour tous &; € {0,1} tels que {0,1} = (¢ = )z = b1y = B,
X = al,

uX =@ %y, [z =0,y == B, X :=qe ... o [x = q] € L.

Pour alléger les notations, on supposera que m = 1 et ng = 1 et que les listes
y, et zp1 sont vides, et 'on omettra les indices correspondants (par exemple on
notera y et z pour y, et zo o respectivement) : la preuve est trés similaire dans le
cas général.

Ainsi, A(x est la formule Vy (VzZ (B — c # ¢') = b # b').

Soit donc f une liste de fonctions de {0, 1}9 dans {0, 1} telle que pour tous a? &
{0,1} vérifiant {0,1} | (@ = @)[x := @], on ait {0,1} = (b = b)[y = f(a),
x := o] et pour tous & € {0,1} vérifiant {0,1} & (¢ = ¢)[z := 4,y = f(@),
X := @, on ait

ulx :=a]lxyglz: =6,y :=f(a),x :=al.r'[x:=a] € 1L,.

On choisit une liste de termes du langage des algebres de Boole, que I'on note
f(y), dont linterprétation dans {0, 1} est f, c’est-a-dire telle que pour tous @ €
{0, 1}, f{o’l}(a) = f(@) (voir proposition A.11).
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D’apres le lemme 3.26, cela revient a dire que
ulx :=a]xqplz =40,y :=f(a),x :=al.7'[x:=a] € 1L,
Par hypothese d’induction, la formule
Ix 32 (Cu A Cw ABly = £(X)]A (@=3) A (c = o)y := £(X)])
est donc contradictoire. A plus forte raison, la formule
Ix (CoNCw AN(@=3)AVy (b=b)— Tz (BA(c=C"))))

est contradictoire (en effet, la formule Vx (b = b')[y := £(x)] est vraie dans toute
algebre de Boole d’apres la proposition A.11).

Enfin, la formule vx (A — Vy (b = b' — 3z (B A (¢ = ¢')))) est vraie dans
toute algebre de Boole (elle est méme vraie dans toute structure sur le langage
des algébres de Boole), donc finalement, la formule 3x (C. A C, A (3 = 3)) est
contradictoire.

O

Ceci achéve de démontrer le théoreme 3.19.

3.8 Les ensembles In

Comprendre ]2 est suffisant pour comprendre Jn pour tout n fini. En effet, pour tout
n € N, Jn est en bijection avec I'ensemble des partitions de longueur n de 12 :

Proposition 3.28. Soit n un entier naturel. Soient :

— P(yo, ..., yn-1) la formule (A<, (vi € 32)) A (Aicjen (i A ;= 0)) A (Vicn i) = 1)
(qui dit que yq, . . ., y.—1 €st une partition de J2),

— pour tout k < n, f, la fonction de ndans {0,1} quiaj < nassocie 1sij = ket0
sinon,

— g un inverse a gauche de (f, ..., f,—1) (vue comme une fonction de n dans
{0,1}").
Alors les formules suivantes sont universellement réalisées :
— Vxedn P(fo(x), ..., fo_1(x)),

- VyO .- 'vynfl (P(yo, S vynfl) — g(yOV S vynfl) € Jn)’
— Vxedn g(fo(x), ..., fio1(x)) = x,

— Yoo Wa1 (POo, - ¥n1) = Nicn fi& (Y0, - -2 Yn1)) = ¥i)-

Démonstration. Chacune de ces formules est équivalente a une conjonction de clauses
de Horn vraies (voir proposition 2.30 : préservation des clauses de Horn). O
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4 Degrés de parallélisme

Etant donnés deux éléments d’un modéle dénotationnel d’un langage de program-
mation, on peut se demander si I'un est définissable en terme de I'autre en utilisant les
constructions du langage. Par exemple, on sait d’aprés Scott [Sco69] que si I'on repré-
sente les booléens par le domaine suivant (ou I'ordre < signifie « moins d’information
que ») :

false true
N L

unnkown

alors toutes les fonctions croissantes d’un ou plusieurs arguments booléens a va-
leurs dans les booléens sont définissables (en utilisant les constructions de PCF) a
partir de la fonction binaire ou paralléle, définie par la table suivante :

y g true false unnkown

true true true true

false true false unnkown
unnkown true unnkown  unnkown

Dans un modele dénotationnel donné, Sazonov [Saz76] et Bucciarelli [Buc97] posent
gu’une fonction est plus parallele qu’'une autre si la seconde peut étre définie a par-
tir de la premiére : ceci définit un préordre sur le modéle. En passant au quotient, ils
obtiennent un ordre appelé hiérarchie des degrés de parallélisme du modele dénota-
tionnel, qu’ils ont étudié.

Dans ce chapitre, on va utiliser J2 pour étudier la hiérarchie des degrés de pa-
rallélisme de certains modéles dénotationnels, avec toutefois une définition un peu
différente de celle utilisée par Sazonov et Bucciarelli :

— le langage de base n’est plus PCF mais une version restreinte aux types finis et
augmentée d’'un opérateur de contréle,

— on dit qu’une fonction est plus parallele qu’une autre si a partir de la premiére,
on peut en définir une non pas nécessairement égale a la seconde, mais au
moins aussi forte, c’est-a-dire que la fonction ainsi définie peut éventuellement
converger la ou la seconde diverge. Cela revient a dire que I'on n’a pas le droit
de « demander » a un programme de diverger, ce qui n’est pas insensé puisque
I'on ne peut de toute fagon pas observer la divergence en un temps fini.

Chacun de ces deux points a pour effet de simplifier la hiérarchie en en contrac-
tant une partie. En particulier, la partie partie infinie « bi-dimensionnelle » explorée par
Bucciarelli [Buc97] se trouve sous les fonctions séquentielles et disparait donc com-
pléetement.
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4.1 Modeles de calcul finis
4.1.1 Syntaxe

Le M-ensemble des types simples est défini par la grammaire suivante (ou pour
tout n, le type A, représente le type récursif avec n constructeurs 0-aires) :

T.U == A, (neN)
| T—U (T,Utypessimples)

On peut remarquer que tout type simple est de laforme T, — ... - T,, — A, avec
Ti, ..., T, des types simples.

Pour tout entier naturel n et tous types simples T et U, on notera T" — U le type
simpleT — ... = T — U (ou T apparait n fois).

Pour tout type simple T, on fixe un M-ensemble infini M-dénombrable de variables
de type T, notées x',y", z", ... (ou simplement x, y, z, ... s'il n'y a pas d’ambiguité).
Ces ensembles sont pris deux a deux disjoints.

La grammaire suivante, considérée modulo a-équivalence, définit pour tout type
simple T le M-ensemble des termes simples de type T (notés génériquement t, u,...):

— pour tout type simple T et toute variable x” de type T, x” est un terme simple de
type T,

— pour tous types simple T, U, tout terme simple t de type U — T et tout terme
simple v de type U, tu est un terme simple de type T,

— pour tous types simples T, U, toute variable x” de type T et tout terme u de type
U, fun x™ — u est un terme simple de type T — U,

— pour tout entier naturel n et tout k € {0, ..., n—1}, 87 est un terme simple de type
A, (que I'on notera simplement 9, s’il n’y a pas d’ambiguité),

— pour tout entier naturel n et tout type simple T, match™’ est un terme simple de
type A, — T" — T (que I'on notera simplement match s’il N’y a pas d’ambiguité),

— pour tout type simple T, Q" est un terme simple de type T (que I'on notera sim-
plement Q s’il N’y a pas d’ambiguité). Ce terme représente un calcul qui diverge.

— pour tous types simples T, U, a ™V est un terme simple de type (T — U) —
T) — T (que I'on notera simplement « s'’il N’y a pas d’ambiguité).

Pour tout n, les termes 4y, . . ., on_, représente les n constructeurs du type A, et
les termes simples match™” permettent de faire du filtrage par motif.

De plus la grammaire suivante, considérée modulo a-équivalence, définit pour tous
types simples T et U le M-ensemble des contextes de type T — U (notés générique-
ment C[], D[],...):

— pour tout type simple T, []” est un contexte de type T — T (que 'on notera
simplement [ ] s’il n’y a pas d’ambiguité),

— pour tous types simple T, U, V, tout contexte C[ ] de type T — U et toute variable
xV de type V, fun x¥ — C[] est un contexte de type T — V — U,

— pour tous types simples T, U, V, tout contexte C[ | de type T — U — V et tout
terme u de type U, (C[]) u est un contexte de type T — V,
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— pour tous type simples T, U, tout entier naturel n et tout contexte C[ | de type
T — A,, match™Y(C[]) est un contexte de type T — U" — U.

Pour alléger les notations, on notera fun x/* ... xI» — u pour fun x, — ... —
fun x,’" — w.

Si t est un terme simple de type T, x,...,x, des variables distinctes de types
respectifs Ui, ..., U, et u,...,u, des termes simples de types respectifs Ui, ..., U,,
on note t[x; := uy,...,x; := u;] le terme simple de type T obtenu a partir de t en
remplagant simultanément chaque occurrence de x; par u; pour i € {1,..., n} (sans
capturer les variables libres des v;).

Si C[] est un contexte de type U — V et u un terme simple de type U, on note C[u] le
terme simple de type V obtenu en remplagant I'unique occurrence de [ ] dans C[ | par
u (de fagcon compatible avec I'a-équivalence, c’est-a-dire sans capturer les variables
libres de v : par exemple, si C[] = fun x — x [] et u = x, alors C[u] = fun y — y x).

Enfin, si C[] est un contexte de type U — V et D[] un contexte de type T — U, on
note C[D[ ]] le contexte de type T — V obtenu en remplagant I'unique occurrence de
[] dans C[] par D[] (& nouveau sans capturer les variables libres de D[ |).

Remarque. On considére seulement des contextes dont le « trou » [ ] est en téte. En
fait, il faut imaginer les termes simples et les contextes comme des suites de com-
mandes a faire exécuter par une machine abstraite dans un certain environnement.
Ainsi, le terme simple C[t] correspond a la commande « exécuter C[ | puis exécuter
t ». Le terme « (fun k — t) correspond de son c6té a la commande « sauvegarder
I'environnement dans la variable k puis exécuter t ».

Un terme simple ou un contexte est sans contréle s’il ne contient pas c.

4.1.2 Sémantique

Un modele de calcul fini C est la donnée :

— pour tout type simple T, d’un ensemble ordonné fini non vide ((T)c, CL) (la dé-
notation de T) dont toute partie non vide a une borne inférieure', dont on notera
QL le plus petit élément i et AL I'opération (binaire) borne inférieure,

— pour tout type simple T, tout terme simple t de type T et toute liste de variables
distinctes x*, ..., xY» contenant au moins toute les variables libres de t, d’une
fonction (x, ..., xYn | t)c de (Ui)c x ... x (U,)c dans (T))c croissante en chacun
de ses arguments (la dénotation de t'),

tels que (pour toute instanciation adéquate des méta-variables) :

— (x| tly =1l)c =y | thco (X | u)c,

— (x| xx)c est la k-eme projection de (Ui)c x ... x (U,)c sur (Uk)c,
— (x| fun yY = ty)c = (x| t)c,

— (| (fun y¥ = t)uhc D (x| tly := u])e,

i. C’est-a-dire d’'un domaine de Scott fini.
ii. Celui-ci représente I'absence d’information plutét que la divergence
iii. Que l'on notera également (t)¢ si n = 0.
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% | match™ 87 uy. .. u)e I (X | udc,

—

— (x| Cla™Y(fun kT7Y = t)])c = (x| Y (fun j¥Y — C[t[k := fun x" — j C[X]]]))c
(C[ ] contexte de type T — V, t terme simple de type T),

—

x| @™ (fun k7Y = Clk t]))c = (x| ™Y (fun k™Y — t))c (C[] contexte de
type U — T, t terme simple de type T),

— (x| ™ (fun k™Y = t))c = (x| t)c (si k n’est pas libre dans t).

Un modéle de calcul fini sans contréle est défini de fagon analogue, mais en ne
demandant de définir (x\, ..., xY | t)c que lorsque t est in terme simple sans contréle

et en enlevant les conditions sur cc.

Sl 'y a pas d’ambiguité, on notera (.. .) plutét que (.. .)c et C7, Q" et AT (voire C,
Q et A) plutdt que CF, QF et AL.

Soit C un modele de calcul fini :

— Etant donné un type simple T et a un élément de (T), on dit que a est séquentiel
(ou que a est une fonction séquentielle) s’il existe un terme simple clos t de type
T tel que a = (t). On note Seq’ I'ensemble des éléments séquentiels de (T)).

— Etant donnés Ty, . . ., T,., U des types simples et a; € (T4, ..., a, € (T,), b € (U),
on dit que b est simulable par ai, ..., a, S'il existe un terme simple v de type
U et une liste de variables distinctes x/*,..., x/" contenant au moins toute les
variables libres de u tels que (x | u)(3) 2 b,

— Un degré de parallélisme de C est une M-famille X = (X7)7 type simple t€lle que
— pour tout type simple T, X+ est un segment initial de (7)),

— pour tous a; € X7,,...,a, € X7, et tout b € (U), si b est simulable par
a, ..., a, alors b € Xy.

Lensemble des degrés de parallélisme de C, noté Pc, est naturellement ordonné
par I'inclusion point-a-point et forme un treillis M-complet dont la borne inférieure est
donnée par lintersection point-a-point. Son plus grand élément est la famille pleine
((T))7 type simple €t SON plus petit élément est la famille (SeqT)Ttyloe simple des fonctions
séquentielles.

On donne des définitions analogues dans le cas ou C est un modeéle de calcul fini
sans contrble en remplagant terme simple par terme simple sans contréle.

On va montrer a travers trois exemple que la théorie de la réalisabilité classique (et
plus précisément, la construction J2) permet d’étudier la structure de 'ensemble des
degrés de parallélisme de certains modeles de calcul fini. Lidée sera d’associer a tout
a € (T) une formule du langage des algebres de Boole dont la force logique corres-
pondra a la force calculatoire de a (c’est-a-dire a la position de a dans la hiérarchie des
degrés de parallélisme).

4.2 Les domaines de Scott plats

Le premier exemple concerne un modele de calcul fini sans contrdle : cela permet-
tra d’expliquer dans un cadre simple des intuitions qui serviront par la suite.
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On considére le modeéle de calcul sans controle Cg,; défini de la fagon suivante' :

Interprétation des types :

— (A,) ={Q,0,...,n—1} (ou Q est un M-ensemble quelconque qui n’est pas dans
N), et pour tous x, y € (A,), x C2" y si et seulement si x = y ou x = Q,

— (T — U) est 'ensemble des fonctions croissantes de (T| dans (U), ordonné par
la comparaison point-a-point.

(On peut vérifier que pour tout T, (T) est bien un domaine de Scott fini.)

Interprétation des termes :

(
(

— (x [ x)(3) = ai,
(

— (x| fun yY — t))(3) est la fonction qui a b associe (x,y | t)(a, b) (comme les
termes simples sont définis a a-équivalence pres, on peut supposer que y n’est
pas dans la liste x),

— (x| match™V)(3) est la fonction qui & k, by, . . ., b,_1 associe b, si k # Q et QY
sinon.

On peut vérifier que cette construction définit bien un modeéle de calcul sans contréle.

Pour simplifier, sif € (T, —» ... > T, = U)ett, € (T1), ..., t, € (T,), on notera
f(ty, ..., t,) pour f(t1) ... (tn).

4.2.1 Exemples de fonctions séquentielles et non séquentielles

Le type simple A, — A, — A, représente les fonctions de deux arguments boo-
léens a valeurs booléennes. On peut considérer les trois éléments suivants de sa dé-
notation (]Ag AV A2D .

— le ou gauche of, quia x, y associe 1six =1, y six =0 et Q si x = Q,
— le ou droit 6r, quia x,y associe 1siy =1, xsiy =0et Qsiy = Q,

— le ou paralléle o, qui & x, y associe 1six =1ouy =1,0si x = y = 0 et Q dans
les autres cas.

Les deux premiers sont séquentiels : en effet, of = (fun x2 y2 — match x y x) et
or = (fun x£ y& — match y x y) (on notera ces termes simples respectivement of et
&r). En revanche, le troisiéme ne I'est pas.

i. Tous les objets définis dans cette section le sont par rapport a Cg,t, donc on omettra systémati-
quement le « Cg,; » qUu’ils devraient tous porter en indice.
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De la méme fagon, on peut définir un et gauche and, un et droit and et un et paralléle

and. La encore, les deux premiers sont séquentiels, mais pas le troisieme. De plus, le
ou paralléle et le et paralléle sont équivalents, au sens ou chacun est simulable par
I'autre sans utiliser cc. En effet, en posant neg = (fun x®? — match x 8; d;),0on a:

— (o | fun x22 y22 — neg (o (neg x) (neg y))) (W) — 3nd,

— (a| fun x®2 y22 — neg (a (neg x) (neg y))) (aﬁ) = or.

Par ailleurs, pour tout entier naturel n, on peut considérer la fonction de vote vote” €
A, — A, — A, — A,) quia x,y, zassocie Q si x, y et z sont deux a deux distincts et
associe I'élément majoritaire parmi les trois sinon. Trakhtenbrot [Tra74] a montré que
les fonctions ‘of et vote? sont aussi équivalentes :

— (v | fun x2 y2 — v (of x y) (&r x y) 8y) (vote?) = o,
— (o, a| fun x2 y2 z2 —w o (o (axy)(ay z)) (azx)) (oﬁa?d) = vote? (et 'on a
déja vu que and est simulable par ‘or).

Enfin, on peut mentionner la fonction de Gustave [Ber76] gustave € (A, — A, —
A, — A,), définie comme la plus petite fonction telle que :

— gustave(1, 0, Q) = gustave(2, 1,0) = gustave(0,Q,1) =1,
— gustave(0, 0, 0) = gustave(1,1,1) = 0.

En particulier, pour tous x,y,z € {0,1}, gustave(x, y, z) vaut 0 si x, y et z sont
egaux et 1 sinon. Cette fonction n’est pas séquentielle, et 'on peut vérifier qu’elle est
simulable par ‘or (et donc par vote?) mais pas I'inverse.

4.2.2 Traduction dans les algéebres de Boole

Comme on I'a dit plus haut, on veut associer a chaque type simple T et chaque
t € (T) une formule du langage des algébres de Boole, que I'on notera provisoirement
F], qui représente le comportement de ¢, et dont la force logique corresponde a la
position de t dans la hiérarchie des degrés de parallélisme. Lidée sera d’avoir :

— pourke{0,....n—-1}, F;r=T—>... o T—>1L—>T—=...—>T—=1(avecn
arguments numérotés 0, ..., n — 1, dont le numéro k est | et les autres T),

- FfT_)UEﬂtEGT[)(FtT%F;ét))s
— FF < Flsitduy,
— Rl =T.

Le premier point sert a faire en sorte que le réalisateur-type de Fq%k"b soit
AXg ... AXp_1. Xk-

Le deuxiéme point impose que la forme de F] ne dépende que de T. Pour cela, on
va définir pour chaque type T une formule [T] (x, ..., x,) et pour chaque t € (T) un
n-uplet (ay, ..., a,) € {0,1}", puis on prendra pour £/ la formule [T] (a4, ..., a,). Voici
comment on va procéder :

Tout d’abord, pour tout type simple T, on fixe un entier v+ et une surjection o1 de
{0,1}*7 dans (T) (ce que l'on peut faire puisque (T| est fini), ainsi qu'un inverse a
droite o7 de o7.

68



Ensuite, pour toute fonction f de (T3) x ... x (T,) dans (U), on fixe une fonction f :
{0,137 — ... — {0,1}*™ — {0, 1} telle que pour tous (X1, ...,X,) € {0, 1}*7 "7,
f(X1,...,%n) = oj(f(or,(X1),...,07,(Xn))). Enfin, on fixe une liste de v, termes du

langage des algébres de Boole, que I'on notera également f(x,, ..., X,), dont l'inter-
prétation dans I'algébre de Boole {0, 1} est la fonction f.

En particulier, pour tous types simples T et U, on a donc une liste de termes
app”/(F",x*7) telle que pour tous 7 € {0,1}*7-v et tous x € {0,1}*7, l'interpré-
tation de la liste de termes app”'Y(f,x) dans l'algébre de Boole {0,1} est égale a

ap(or-u(f)(o7(x)))-

Pour tout entier naturel n, pour tout k € (A,), on note §; la fonction de {0, 1}*2»
dans {0,1} qui a x associe 1 si oa,(X) = k et 0 sinon. Ensuite, on choisit un terme
47(x) du langage des algebres de Boole dont I'interprétation dans {0, 1} est la fonction
57

Pour tout entier naturel n, on note [A,] (x*2) la formule §j(x*2r) # 1 — ... —
Oy (x72n) # 1 — §g(x"2n) # 0.

Enfin, pour tous types simples T et U, on note [T — U] (?””“) la formule
vxT ([T (%) — [UI (app(F. %)) -

Avec ces définitions, on peut vérifier que I'on a bien :

— pourk €{0,....,n—1} [A](c*k) =T —- .. 2 T >1L—>T—=...—>T—=1
(avec n arguments numerotés 0, ..., n — 1, dont le numéro k est L et les autres
T),

— [T = Ul (o"(F)) = Neer([TT (07(2)) = [U] (o™ (£ (1)),
— [T1(o*(2)) = [T1 (o™ (v)) si t D u,

— [T (" (Q7)) = T.

4.2.3 Fonctions séquentielles

Proposition 4.1. Pour tout type simple T, pour tout terme simple sans contréle f de
type T et toute liste x*, ..., xY» de variables distinctes contenant toutes les variables
libres de f, la formule

JZ)Z[[Ulﬁ...—)U,,%T]](O'*((]fUH Xt Xrl,J"—>fD))

est universellement réalisée.

Démonstration. On va procéder par induction sur f :
— Sif=07etT = A, laformule

RE[TEW(N))=T—.. 2 T—=21L=>T—>...5T =1
est universellement réalisée par \zy. ... \z,_1. z, donc la formule
REU = ... U, —T] (a*((]fun X XU f[)))

est universellement réalisée par A\y;. ... Ay, Azo. ... AZm_1. Zk.
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— Sif=Q", laformule (12 |= [Uy = ... = U, = T] (o*((fun x* ... x¥" = £)))) =
T est universellement réalisée par n'importe quel terme.

— Sif =x;et T = U;, laformule

RE[U—...5U,—T] (a*(ﬂfun Xt xYUn f[)))
= 2 Unen - Usewa ([U1 (07()) = - = [U] (0%(x:)) = U] (0" ()
est réalisée par le terme Ay;.... Ay,. y;.

— Sif =abavec adetypeV — T et bde type V, et si les formules

REU = = U= (Vo D] (0" ((fun " . XY — a))) et

REUV™—...-U,—> V] (0*((]fun Xt xUn v[)))

sont universellement réalisées par t et v respectivement, alors la formule
RE[U = = U= T (o ((fun 5" X = £)))

est universellement réalisée par Ayy.... Ayn. (tyi ... ya)(vyi...Yn)-
— Sif=fun z¥ - wavec wdetype WetT =V — W, et si la formule

REU—...5U, =V = W] (0*((]fun Xt x,sj”zv—>t[)))
est réalisée par un terme t, alors la formule
REUV—...oU,—T] (a*(dfun Xt XY f[)))

est réalisée par le méme terme t.
— Sif =match™ et T =A,, = V" — V, on a pour tout pole L :
— pourtoutj € {0...,n—1},onal2 = |[[An] U)ly ={ Voo ... e Vmo1em; v IFy
1 }et
|72 = V™ = V] ((match™ ) () ||, S{ vor - ovm1em vixme L},

— 12} [An] (I, = [12 = [v™ = V] ((match™") ()

HJ_’

par conséquent, la formule 12 |= [A, — V™ — V] (o*((match™"))) est univer-

sellement réalisée par Ad. Avp. ... Avyo1. a (Ak. d(kw)...(kvm_1)), et donc la
formule
RE[U = = U= T (o ((fun 5" X = £)))

est universellement réalisée.

D’aprés le théoréeme 3.19, on a les corollaires suivants :

Corollaire. Pour tout type simple T, pour tout terme simple sans contréle clos f de
type T, la formule [T] (c*((t))) est vraie dans toute algebre de Boole a au moins deux
éléments.
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Corollaire. Pour tous types simples Ty, . . ., T,, U, pourtous a; € (T1), ..., a, € (T,), be
(U), si b est simulable par a, ..., a,, alors la formule [U] (¢*(b)) est conséquence de

{ [T (e*(a1)), .. [Tal (o7 (an)) }-

Dans ce dernier corollaire, on voit se dessiner une correspondance entre les de-
grés de parallélisme et les extensions de la théorie des algébres de Boole a au moins
deux éléments. Cependant, pour que cette correspondance soit compléte, il faudrait
pouvoir donner une réciproque a ce corollaire, et 'absence de traduction pour a nous
en empéche : s’il faut utiliser la loi de Peirce pour déduire [U] (o*(b)) a partir de { [T1]
(0*(a1)), .-, [T.] (¢*(an)) }, alors on voit mal comment simuler b par a, ..., a, sans
utiliser cc.

Dans les sections suivantes, on présentera donc des modeles de calcul fini avec
contréle ainsi que les traductions correspondantes vers le langage des algébres de
Boole, et I'on verra que la correspondance fonctionne pleinement.

4.2.4 Retour sur le ou paralléle et les fonctions de vote

Avant de laisser de c6té ce modéle de calcul sans contrdle, on peut se demander
ce que « signifient » les formules [A; — Ay — Aof (0*(5F)) et [Ar = Ay — Ay — A
(o*(vote?)), c’est-a-dire quelle est la classe des algébres de Boole a au moins deux élé-
ments qui les vérifient (comme ces deux fonctions sont simulables I'une par 'autre sans
utiliser «c, d’aprés le deuxieme corollaire de la proposition 4.1, elles doivent corres-
pondre a la méme classe). D’apres le corollaire du proposition 3.9, on peut s’attendre
a ce gu’il s’agisse de la classe des algébres de Boole a au moins deux éléments et au
plus quatre éléments, et c’est effectivement ce que I'on va montrer :

Proposition 4.2. Une algébre de Boole a au moins deux éléments vérifie
[82 — Az — A] (0*('57)) si et seulement si elle a au plus quatre éléments.

Démonstration. On a

HA2—>A2—>A2H<W)E (T>1L—-1) — T - (T—=1—1)
N T - (T—>1L—-1) - (T—>1L-1)
NLl>T—-1) - (L->T—=1) - (L=>T—=1)

(x£20—>x#1—= (y A—x)#0)
VxVy | = (y#0—-y#1— (xA-y)#0)
— (xVy)#0—= (xVy)#1— 1)

]

Corollaire. Une algébre de Boole a au moins deux éléments vérifie
[A; — Ay — Ay — Ay (0*(vote?)) si et seulement si elle a au plus quatre éléments.

Par des arguments similaires, on peut montrer le résultat suivant :

Proposition 4.3. Une algebre de Boole a au moins deux éléments vérifie
[Ar — Ay — Ay — Ay] (0*(gustave)) si et seulement si elle a au plus huit éléments.
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4.3 Lespace de Sierpinski

Streicher & Reus [SR98] ont montré que I'espace de Sierpinski (qui correspond a
la construction D, de Scott lorsque D est le treillis a deux éléments) donne un modele
de continuations du A, calcul. On va s’inspirer de cette construction pour produire un
modele de calcul fini Cse,p, " -

Interprétation des types. Tout d’abord, on munit 'ensemble ¥ = {, 0} d’'une rela-
tion d’ordre C* (que I'on pourra noter simplement C) en posant a C* b si et seulement
Si a = bou a = Q. On va définir Csir, en utilisant une traduction CPS avec X comme
type de réponse.

Pour I'interprétation des types, on pose :

— (T — U) est 'ensemble des fonctions croissantes de (T) dans (U), ordonné par
la comparaison point-a-point.

— (Ao) = X. Le type A, va donc jouer a la fois le réle du type sans constructeur
et le réle du type des réponses : pour la premiére utilisation, on continuera de le
noter Ao, et pour la seconde, on le notera plutét &, de sorte que (X) = . Notons
que cette situation difféere de celle que I'on trouve chez Bucciarelli [Buc97] et
dans la section précédente (4.2 Les domaines de Scott plats). En effet, dans ces
deux cas, 'ensemble X représente le type « unit » & un constructeur, alors qu'ici
il représente le type « faux » a zéro constructeur, qui possede donc non pas un
mais deux éléments : Q (« aucune information ») et 0 (« abort »).

— (A,) = (X" — X).

On peut vérifier que tout tout T, (T) est bien un domaine de Scott fini, et méme un
treillis dont le plus grand élément est la fonction constante égale a 0 et le plus petit la
fonction constante égale a Q.

Pour simplifier, si f € (T, —» ... = T, > U) et t; € (T1),...,t, € (T,), on notera
f(t, ..., t,) pour f(t1)...(t,).

Traduction CPS. Pour tout type simple T, on note T<* le type simple obtenu en
remplacant dans T chaque A, par £” — ¥ : on a donc (7<) = (T).

On associe de fagon injective a tout couple (T, x™) (ou T est un type simple et x™
une variable de type T) une variable de type T que I'on notera x™.

Pour tous types simples S = R — A, etV = U — A,, on note (cont>")™ (ou
simplement cont s'il n’y a pas d’ambiguité) le terme simple clos de type R™ — X" —
(S — V)™ suivant" :

fun 7R "% ST U T 5 s TR,
Pour tout type simple T et tout terme simple t de type T, on définit un terme simple

tP* de type T<P* en posant :

i. Tous les objets définis dans cette section le sont par rapport & Cs;erp, donc on omettra systémati-
quement le « Csierp » qu’ils devraient tous porter en indice.
ii. 1l s’agit d’'une notation purement formelle, puisqu’il N’y a pas de terme simple cont>"V.
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cps cps
XT) p T

b
cps
tu )P tePs cps

TepPs cps
— u°Ps,

— (
— (
— (fun x7 — u)™ = fun x
— (@'
— (O9) =fun xF ... xZ | — Xk,

— SiU=T — A, alors
(match™’)™ = fun kZ"=F 2V F xPT 5 k (g EX). .. (upy T X),

— SiS=R— A, alors (aS)™ = fun f(S=V)=)7 3R 30Ty £ ((contSV)™ 7 x1),
On dit qu’un type simple T est CPS-traduit s’il s’écrit sans utiliser A, pour n > 0 (ce
qui revient a dire que T** =T).

On dit qu’un terme simple t est CPS-traduit s’il ne contient ni match, ni «, ni au-
cun sous-terme d’un type non CPS-traduit. Le type d’'un terme simple CPS-traduit est
nécessairement lui-méme CPS-traduit. Pour tout contexte t, tP* est CPS-traduit.

Pour tout terme simple CPS-traduit t et toute liste x{", . . ., xY» de variables distinctes

Ulcps

contenant toutes les variables libres de t, t?s = t[x" == x"", ..., xYUn = x"™] (les
termes simples sont considérés modulo a-équivalence). En particulier, si t est clos et
CPS-traduit, alors ¢t = t.

Pour tous types simples T et U et tout contexte C[ ] de type T — U, on définit un
contexte CP*[ ] de type T<P* — U°P* en posant :

— (1" =0

— (fun x¥' — C[])™ = fun xV™ — C°P*[],

—_ (C[] u)cPs — Ccps[] ucps,

— SiU=V = A, (match™? C[))®* = fun @V vV xm* - C%[] (u v x),

On dit qu’un contexte C[ | est CPS-traduit s’il ne contient ni match, ni a, ni aucun
sous-terme d’'un type non CPS-traduit. Le type d’un contexte CPS-traduit est néces-
sairement lui-méme CPS-traduit. Pour tout contexte C[ ], C[ ]* est CPS-traduit.

On peut vérifier que I'on a toujours CPs[tPs] = C[t]™".

Interprétation des termes.  On définit (x;*, ..., xY" | t)cg,, quand t et Us, ..., U, sont
CPS-traduits en posant :

— (x| Q")(@)=9",
— (x[x(@) = ai,
— (x| tu)(@) = (x [ )(@)((x | u)(@));

— (x| fun y¥ — t)(3) est la fonction qui a b associe (x,y | t)(a, b) (comme les
termes simples sont définis a a-équivalence pres, on peut supposer que y n’est
pas dans la liste x),
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Enfin, si t ou I'un des U; n'est pas CPS-traduit, on pose

(xUm, o xUn ) = (U XU | pers),

On peut vérifier qu’avec cette définition, on a toujours

y compris quand t et Uy, . .., U, sont CPS-traduits.

Proposition 4.4. Ceci définit bien un modele de calcul fini.

Démonstration.

1. Par construction, Cgie,, vérifie au moins :

— x|ty :=d) = |tho (x| u),
— (x| x«) est la k-éme projection de (U;) x ... x (U,) sur (U,
— (x| fun yY = ty) = (x| 1),
— (x| (fun y¥ = t)u) = (x| tly := u]).
2. Soient nun entier naturel, k €{0,...,n—1}, U=V — ... = V,, — A, un type
simple, w1, ..., u, des termes simples de type U et x{*, ... ,xpT” une liste de variables
deux a deux distinctes contenant au moins toutes les variables libres de uy, ..., u,.

Pourtous t; € (Th), ..., t, € (Tp), vi € (W), ..., vm € (Vim),59 € X, 0na

match™Y 87 @)(%)(v,3)

| (match”U oy *)CPS[)(?)(V §)

| (fun kE=E g0 2V waE sk (yzw)) (fun 75 — 1) 7%) (£)(v,5)
"2V we

x| Xl

RETRR

|
PN N NP N
N

X[ X
ST

> zw)(tV,53)

| u) (2)(V. 5),

par conséquent (x” | match™ 87 @) = (X7 | ).

2. Onremarque que pour tout contexte C[ ] CPS-traduit de type (S — X) — (W —
Y) et toute liste x* de variables libres distinctes contenant toutes les variables libres

de C[ ], on peut trouver des variables 7" (deux & deux distinctes et distinctes des x)
et des termes s de types S sans variables libres autres que X, z tels que pour tous
& c (X),tout r € (S — X)) et tous w € (W),

X p | Clo)(E (W) =xpZ|p3)(E r,w).
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3. SoientR=S5 - A,, T=U— A,etV =W — A, des types simples, C[ ]
un contexte de type R — V, r un terme simple de type R et XX une liste de variables
distinctes contenant toutes les variables libres de C[ ] et de fun k=T — r. Pour tous
£ c (X),tousw € (W) ettousc? € ¥,0n a

| Cla®T (fun kF=T = ) (E)(w, ©)
= (7] C[(@ RN (fun KFOTT s )] (E)(w )
= & 27 % | («RT)™ (fun kRT=T™ 5 rops) s M) (€, W, ©)
[pour certains termes s de types S et certains termes a”
de type X (remarque 2. ci-dessus)]
= & 2V T | roes[k = (contRT) ™ 50 5 @)(E, W, ©)

~~C<ps

= (XX 27 4P% | r*s[k := fun pR yY E”z — psalsa)(Ew,c).
Par ailleurs,

a7 (fun J'V_’T — C[r[k := fun pf — j C[p]])(&)(W, T)

| (a7 (fun V72T — Ccps[fcps[k = fun PRCPS = j €D (&)(w,
2T AR | P[Pk = fun pR7 — (fun yU ﬁ — C®*[p] Z7)]]
2V T | CPS[rPs[k = fun pR™* — (fun yY ;3 —psa)]]z7)
2 | CHrlk i fun o 50 B ps 6] 2 9)(Ew, )

ps  T5Cps

7 | k= fun o 37 B > ps a3 A)(E . )

fro R
*

< X X % X

XXX XX

X
~l

|
£ £ £/ £/ £/ £/

Par conséquent, (xX | Cla®RT (fun kR>T — ) = X | «%(fun j¥°T —
Clr[k := fun p% — j Clp]]]))

4. SoientT=U— A,etV=W — A des types simples, C[ ] un contexte de type
V — T, t un terme simple de type T et xX une liste de variables distinctes contenant
toutes les variables libres de fun k7Y — C[k t] etde fun k" — t. Pour tous & € (X)),
tous @ € (U) ettous b" € ¥, on a

™V (fun KT Clk ]))(€)(w, b)
(@) (fun K72V — C[k ) (€)(w, B)
B (@) (fun KTV 5 €k %) y B)(Ew, b

U
X7 YV B | CP3[(cont™ V)™ i B tP[k := (cont™ V)™ v B]] ¥ B)
U

]
f - cps — 5 CPS — B — —N/F — T
= (7577 BT | (cont™)™ y B [k = (cont™)™* y B] W) (€, T, b)
[pour certains termes w de types W™ et certains termes 7°
de type X (remarque 2. ci-dessus)]
_X°Ps

= (]xﬂps Yip: §§ | ths[k ._ (ContTV) ps — '3] v :BD( 7)

YU B (™) (fun KTV %) y B) (€, T, B)
XX | @™ (fun k™Y = t))(¢)(q, b).

‘k\:g

Par conséquent, (x | « ™ (fun kT7V = Clk t])) = (x| « ™V (fun kT7V — t)).

5. SoientT =U — A,etV =W — A, des types simples, C[ ] un contexte de type
V — T, t un terme simple de type T et xX une liste de variables distinctes contenant
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toutes les variables libres de t etikT—”/ une variable qui n’est pas libre dans t. Pour
tous ¢ € (X), tous @ € (U) ettous b" € ¥, on a

ccjc\s/ (fun K72V — £))(€)(z, b)

g7 B (@)™ (fun KTV %) y B)(E. . B)
y7 B |ty B)(E T, b)

t)(€)(@, b).

Par conséquent, (x | a ™ (fun k™Y — t)) = (x| t). O

f o E—
]

SRR
X| X x| X

|
PN e N e NP N

X

Proposition 4.5. Pour tout type simple T, les éléments séquentiels de T sont les
mémes que ceux de T.

Démonstration. |l suffit de montrer qu’il existe des termes simples i+ et j+ de types
respectifs T — T et T* — T tels que (i) et () soient l'identité sur (T) = (T<°). On
les construits par mductlon siT=U— A, onpose

— i+ = fun tT U v —> match”'z <t (,jU U)) a,

— jr="fun 7" 7 = AT (fun kA% = match®™® (t (iy u) (k85)... (kdp_y))).
N

4.3.1 Traduction dans les algebres de Boole

On procéde comme a la section précédente : tout d’abord, pour tout type simple
T, on fixe un entier vr et une surjection o7 de {0, 1}*7 dans (T) (ce que I'on peut faire
puisque (T) est fini), ainsi qu’un inverse a droite o3 de or. De plus, on impose que
pour tout type T, vres = v, O1ws = 07 €1 0Fcps = OF.

Ensuite, pour toute fonction f de (Ty) x ... x (T,) dans (U), on fixe une fonction f :
{0,1}*n — ... — {0,1}* — {0, 1}*v telle que pour tous (x1,...,x,) € {0, 1}mtH¢7n,
F(X1,....%n) = o5(flon (1), ..., or,(X,))). Enfin, on fixe une liste de vy termes du
langage des algébres de Boole, que I'on notera également f(yl ..... X,), dont linter-
prétation dans I'algébre de Boole {0, 1} est la fonction f.

En particulier, pour tous types simples T et U, on a donc une liste de termes
app"V(F7Y,x7) telle que pour tous f € {0,1}*7-v et tous X € {0,1}*7, linterpré-
tation de la liste de termes app”V(f,x) dans I'algébre de Boole {0,1} est égale a

of(or-u(F)(or(X))).
Pour tout entier naturel n, pour tout kK € o, on note ¢ la fonction de {0, 1}** dans

{0,1} qui a x associe 0 si ox(x) = 0 et 1 sinon. Ensuite, on choisit un terme §(x) du
langage des algebres de Boole dont I'interprétation dans {0, 1} est la fonction 6.

On commence par définir [T] (x*7) quand T est CPS-traduit :

On note [X] (x*r) la formule 6(x*=) # 0 (de sorte que [X](c*(Q)) = T et [¥]
(67(0)) = 1).

Pour tous types simples CPS-traduits T et U, on note [T — U] ( ””“) la formule

v ([T (%) = [U] (aBp(F. %)) -
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Enfin, si T n’est pas CPS-traduit, on note [T] (x*7) la formule [T<P*] (x*7) (ce qui
a un sens car vrws = vt, O1ws = 01 €t 07 = 07F).

Ainsi, pour tout type T, [T] (x) = [T*] (X) (y compris si T est déja CPS-traduit).
Avec ces définitions, on peut vérifier que I'on a bien :

— [A] (e (@))=T —=...-T—=1L—-T—... =T — L (avec n arguments
numérotés 0, . . ., n— 1, dont le numéro k est L et les autres T),

— [T = Ul (o*(F)) = Neen([T] (07(2)) = [U] (" (£(2)))),
— [T (e*(t)) = [TT(o"(u)) si t D u,

— [Tl (e (7)) =T.

4.3.2 Fonctions séquentielles

Proposition 4.6. Pour tout type simple T, pour tout terme simple t de type T et toute
liste x{, . .., xU de variables distinctes contenant toutes les variables libres de t, la for-
mule2 U —» ... > U, —>T] (cr*((]fun Xt XU t[))) est universellement réali-
sée.

Démonstration. On a

[ = o= U™ = TP (0" ((fun <™ . X = 7))

n

=[U —...>U,—>T] <0*((]fun X X,(,J"—>tl))>,

et comme t°P* est CPS-traduit, on peut a peu de choses prées réutiliser la preuve de la
proposition 4.1 pour montrer que la formule

[UsP* — o = Up™ = TP (0" ((fun g™ . <& = e99)))
est universellement réalisée. O

D’apres le théoreme 3.19, on a les corollaires suivants :

Corollaire. Pour tout type simple T, pour tout terme simple clos f de type T, la formule
[T] (c*((t))) est vraie dans toute algébre de Boole a au moins deux éléments.

Corollaire. Pour tous types simples Ty, . . ., T, U,pourtous a; € (T4),. .., a, € (T,), b e
(U), si b est simulable par a, ..., a,, alors la formule [U] (¢*(b)) est conséquence de

{ [T (e*(a1)), - . [Tal (o7 (an)) }-

On va maintenant tacher de donner une réciproque a ce résultat.

Proposition 4.7. Soient Ty, ..., T,,, U des types simples, x*"1, ..., X" des variables
du langage des algébres de Boole deux a deux distinctes et f un élément de (T; —
oo = Ty = U).

Si le séquent booléen [T1] (%), ..., [Tl (%m) = [U] (F(x3..... %)) est dérivable,
alors f est séquentielle.

77



Démonstration. La proposition découle de la construction suivante :

Pour tous types simples CPS-traduits Ty, ..., T, toutes variables xi*1, ..., X,"™m
deux a deux distinctes, tous atomes a, B4, . . ., B, et toute démonstration booléenne
sans coupure S de conclusion [T1] (x7), ..., [T ] Ke) B VY ([Tors1] Koriz) = ... —
VXm ([Tm] Xm) — «)...); B, ..., B, avec y un suffixe (éventuellement vide) de X1,
on va construire (par induction sur la hauteur de S) un terme simple clos CPS-traduit s
detype Ty — ... — T,, — X tel que pour toute liste £€* de variables distinctes contenant
toutes les variables libres de [T1] (x7) , .. ., [Th] %m), . B1, -, B, ettous ¢ € {0, 1}, si
(@B D...® B¢ := ] est faux alors en notant pour tout / € {1,. .., m} t; = or.(x[
§:=¢])e(T),onay,-.., Y | fsyi- o ym)(te, ..., tm) =0€ Z.

Si la derniére régle de S est la regle —-intro, S est de la forme :
SI
[Mm]Ga), ..., [T 1] i) F V12 ([Tmes2] Komg2) = -+ - = Y%m ([Tn] (Km) — @) ...); B
[ Ga). - [Tor] %ee) = ([Tore1] 1) = - = V& ([Tin] (Xem) = @) ... )i B

etiln’y a qu’'a poser fs = fs.
Si la derniére regle de S est la regle V-intro, S est de la forme :

5/

[T Ga)s ey [T ] o) =Y ([T 1] (K1) = -+ = Ve ([Trn] (Xem) — @) .. .)5 B, - - -, B
M) (x2). .-, [T ] o) =Y ([T 1] Keer1) = - = VX ([Tl (X)) — @) - 2)i Brs - -+ Bn

(ou y’ est la liste obtenue en enlevant le premier élément de y) et il 'y a qu’a poser

Si la derniére régle de S est une regle Axiome, alors la conclusion de S est y est
la liste X,»+1 compléte (sauf si m* = m) et VX1 ([Tors1] Kei1) = - = VX ([T]
(Xm) — a)...) est la formule [T;] (x;) pour un certain j < m*. Dans ce cas, T, est le
type Tpes1 — ... — Tn— L etiln’y aquaposer fs = fun /' .. )7 — t;.

Les regles restantes ont pour conclusion un atome, par conséquent on peut désor-
mais supposer m* = m.

Si la derniére régle de S est la régle Equation, S est de la forme :

5/
) [T (x).-... [To] (Xm) F s B, - .- By
[T Ga), - [T] (Km) F o Ba, oo B

(Equation

etfona{od @B ®.. ®6,} = {adB1®...® L.}, par conséquent il n’y a qu'a poser

Si la derniére régle de S est la regle Tautologie alors 0 = {a ® 1 ® ... ® B,}, donc
n’importe quel ts convient.

Supposons & partir de maintenant que la derniére régle de S est la régle Elim. On
notel = [T1] (x7), ..., [Tm] (Xn) €1 € = b1, ..., Bm- La démonstration S est de la forme :
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R Ql Qp

i FrEvz (AL — ... = (VZp ) .. )i € M Ailzt :=73a1]; € M- Aplzi :=731,..., Zp 1= 3p; €
(Elim)
Mre-qlz =21, ..., Zpt1 = api; €
pour zi, ..., Z,;1 des variables deux a deux distinctes (ou «y est tel que y[z; := 31, .. .,

Zp11 = ap11) est 'atome a).

Puisque S est sans coupure, la derniére (et unique) étape de R doit étre une appli-
cation de la régle axiome. Par conséquent, z; (A1 — ... — (VZ,51 ) . . .) est la formule
[T4] (X4) pour un certain g € {1,..., m}.

Ainsi, le type simple (CPS-traduit) T, est de la forme U; — ... — U, — X et pour
toutj € {1,..., p}. A; est la formule [U;] (Z).

Le reste de la preuve consiste a montrer que fg,, . . ., fo, sont bien définies (c’est-
a-dire que les formules A, ..., A, respectent le bon modéle) et qu’il suffit de poser
fo=fun t* ... thm > t, (fo, ti. . tm) .. (fo, ti- .. tm).

Pour tout j € {1,...,p}, U;estde laforme V;; — ... = V;;, — ¥ et donc A;(z) est
la formule Vw1 ([V;a] (W51) — ... VW55 ([Vis] (Wis) — [Z] (@%)) ...), ou les 7= sont
tels que siI'on note ¢ la liste wj 1, ..., W, Z;, pour tous ¢ € {0,1}, on a

os (=€ = <)) = oy, (7€ = ) (ov,,(Wizl€ =<))oy,
Par conséquent, par hypothése d’induction, pour toute liste £ de variables distinctes
contenant toutes les variables libres de la conclusion de Q; plus les variables w;7, . . .,
W5, pour tous ¢ € {0,1}, si (B1 @ ... ® B,)[¢ := (] est faux, alors

(tr ... tm Vi1 ... Vi.s; | fo, ti - tm Vi1 ... vj,sj[)( o, (x[€

ou (€ := )(ov, (wil€ = <)), oy,

En résumé, pour tout j € {1,..., p}, pour toute liste ¢ de variables distinctes conte-
nant toutes les variables libres de la conclusion de Q;, si (81 ® ... ® B,)[§ := ] est faux,
alors

(B tm | fo tr - tw)(on(xl€ =), - or.(Rml€ = ¢])) Doy, (3]€ = ¢

—_

)-

Par ailleurs, -y est de la forme [X] (9) ou 6 est tel que sil'on note € laliste xg, . . ., X,
71, ...,Zp11, pour tous ¢ € {0,1},0on a

ox(0[¢ :=¢]) = o7, (X[€ := {D(ow(z[E :=<]). - - 00, (Z]€ == <]))-

Ainsi, o est la formule [X] (5[71 =W, ... Tl = m]), et pour toute liste £ de
variables distinctes contenant toutes les variables libres de [T1] (x1), .. ., [Tn] (%m), «
Bi,..., B.ettous ¢ € {0,1},si (B @ ... @ B,)[¢ := ] est faux alors

6t |t (Fou 1 ) - (fo, 11 t))(om,CaE =), ., o, (€ = 2]))
3 ox(0lz = a1, 2zt = Fpnll€ = ).
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Autrement-dit, si (a ® B1 @ ... ® B,)[€ := (] est faux alors
(tr.. tm | tg (fo, 1o tm) ... (fo, tr.. . tm))(on (X[ :=¢]). ..., o1, (Xml€ :=¢])) = 0,
il suffit donc bien de poser fs = fun t/* ... tIm — t, (fo, ti. . tm) ... (fo, ti- . tm). O

Corollaire. Pour tous types simples Ty, ..., T,, U, pourtous a; € (T1),...,a, € (T,), b €
(U], b est simulable par a, ..., a, si et seulement si la formule [U] (o*(b)) est consé-

quence de { [T1] (¢*(a1)) .- .-, IT.] (e*(an)) }-

4.3.3 Classification des degrés de parallélisme de Cs;,

Lemme 4.8. Pour toute formule A(x) du langage des algébres de Boole, il existe un
type simple T et une liste 3*7(x) de termes du langage des algébres de Boole tels que

Ax) = [T (@7 (x))

Démonstration. On procéde par induction sur A.

Si A est un atome, on prend T = ¥ = Aq et I'on choisit 37 (x) tels que pour tous
x € {0, 1}, 3a(x) soit égal a o*(2) si A(x) est vraie et & o*(0) sinon.

Si A(X) est la formule B(x) — C(x) et que I'on a U, V, b (X) et e (x) tels que
B(x) = [U] (b(x)) et C(x) = [V] (C(x)), on prend T = U — Vet I'on choisit 37 (x) de
telle sorte que pour tous x € {0, 1}, 3(x) soit 'image par ¢* du plus petit f € (T) tel que
f(o(b(x))) 2 o(c(x))-

Si A(x) est la formule Vy B(X, y) et que l'on a U et b(x, y) tels que B(x) = [U]
(E(z y)), alors on prend T = U et I'on choisit 3“7(x) de telle sorte que pour tous
x € {0, 1}, 3a(x) soit 'image par o* de la borne supérieure de o(b(x,0)) et o(b(x,1)). O

Proposition 4.9. Pour toute formule close A du langage des algebres de Boole, il
existe un type simple T et un élément t de (T tels que [T] (o3(t)) = A.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, il existe un type simple T et un élément
tde (T) tels que [T] (o%(t)) = A. D’aprés le deuxiéme corollaire du théoreme 3.19, on

a [T](o7(t) = A. O

La proposition ci-dessus et le corollaire de la proposition 4.7 entrainent le résultat
suivant :

Théoréme 4.10. Le M-ensemble des degrés de parallélisme de Cs,, Ordonné par
I'inclusion est M-isomorphe au M-ensemble des extensions de la théorie des algebres
de Boole a au moins deux éléments ordonné par I'inclusion.

4.3.4 Le ou paralléle, la fonction de vote et la fonction de Gustave dans Cg;,

Dans Cgier,, ON peut imaginer deux définitions pour les fonctions de vote : une faible
et un forte, que I'on notera respectivement vote?, et votel. On va montrer qu’en fait,
pour n > 2, elles ont le méme degré de parallélisme.
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Notation. Pour tout entier naturel n, on note vote}, et vote}, les éléments de (A, —
A, — A, — A,) définis de la fagon suivante :

— vote}, est la plus petite fonction croissante telle que pour tout k € {0, ..., n— 1},
vote? (2, (0k), (0k)) = voted ((Ok), 2, (6k)) = voted ((Ok). (Ok)). ) = (Ok),
— voteg, est la plus petite fonction croissante telle que pour tout x € (A,),
voteg (Q, x, x) = voteg(x, 2, x) = voteg(x, x, Q) = x.

Proposition 4.11. Soit n un entier naturel au moins égal a 2.
i) votel est simulable par vote?,,
S5} D
(i) votel, est simulable par votey.

Démonstration. Preuve de (i) :

(v | fun a® b2 c® — fun xT ... x>, —

v(axo.. . x1) (bxo...xao1) (€ X0 . .xn_l)[)(votege)

— n
= vote@ .

Preuve de (i) : On peut vérifier que (a~ | match®2" a)(0) est le plus grand élément
de (A,), donc en particulier, pour tout k € {0,...,n — 1}, (a* | match®2" a)(0) I (8k).
Par conséquent, pour tous o, 8,y € ¥, si au moins deux d’entre eux sont égaux a 0,
on a

vabc|v(match®® a) (match®?" b) (match®?" ¢))(vote?, o, B,v) 2 (O«
S

pour tout k € {0, ..., n — 1}. En considérant les cas particuliers k =0 et k = 1, on en
déduit que :
(v | fun a® p2o cBo —
match”> (v (match®®" a) (match®2" b) (match®®" c)) a b... b)(votel)
= voteg9 .
N

Corollaire. Soient m et n deux entiers naturels. Si m > 2 alors votey, est simulable par
voteZ.
©

Pour le ou paralléle et la fonction de Gustave, on a des définitions qui étendent
naturellement celles de Cg: :
Notation. On note ‘o la plus petite fonction dans (A, — A, — A,) telle que :
— o ((0a), Q) = o7 (. (B1) = (B,
— 57 (o). 100)) = (B0
On note gustave la plus petite fonction dans (A, — A, — A, — A,) telle que :
— gustave((01)), (0o)), 2) = gustave(, (01), (o)) = gustave((o), 2, (01)) = (01),

81



— gustave((8)), (Bo)), (Bo))) = gustave((01), (01), (01)) = (6o)-

On peut alors montrer, avec les mémes arguments que dans le cas de Cg, les
résultats suivants :

Proposition 4.12. — Une algébre de Boole a au moins deux éléments vérifie
[Ar; — Ay — A (0*(%7)) si et seulement si elle a au plus quatre éléments.

— Une algébre de Boole a au moins deux éléments vérifie [A, — Ay — Ay — A,
(c*(gustave)) si et seulement si elle a au plus huit éléments.

— Soit n un entier naturel. Une algébre de Boole a au moins deux éléments vérifie
[A2 = B2 — By — D] (0*(voted)) si et seulement si elle a au plus quatre élé-
ments.

— Soit n un entier naturel au moins égal a 2. Une algebre de Boole a au moins deux
éléments vérifie [A; — Ay — Ay — A (a*(voteg)) si et seulement si elle a au
plus quatre éléments.

Corollaire. Parmi les fonctions voteZ pour n > 0, votef, pour n > 2 et ‘o, chacune est
simulable par n’'importe laquelle des autres. De plus, gustave est simulable par chacune
d’entre elles, mais aucune n’est simulable par gustave.

4.4 Lespace des votes

A l'aide d’une traduction CPS similaire & celle utilisée pour Cs;er,, ON va construire
un troisieme modeéle de calcul fini Cyte.

Dans ce modéle, un programme « évalué jusqu’au bout » (C’est-a-dire placé dans
un contexte dont le type de retour est le type de réponses de la traduction CPS) peut
soit répondre 0, soit répondre 1, soit ne pas répondre. Par comparaison, dans Csiep,
un programme évalué jusqu’au bout peut soit répondre 0, soit ne pas répondre.

Avoir deux réponses possibles permet dans certains cas de « tester » 'égalité entre
deux programmes en les évaluant. Par exemple, il existe un contexte dans lequel 83
répond 0 et 82 répond 1.

Dans Cy.te, les programmes doivent faire des choix, puisqu’ils ne peuvent pas ré-
pondre a la fois 0 et 1. En particulier, contrairement a Cserp, Cvote N€ contient pas
d’instruction fork (car fork appliqué a 0 et a 1 répondrait a la fois 0 et 1).

4.4.1 Définition de Cye
Interprétation des types. A chaque type simple T, on va associer non seulement
un domaine de Scott fini ((T),E"), mais également deux préordres C] et C] (qui

interviendront dans la définition de (T — U)) :

— ((Aq), TA, TF°, CF°) = (Lo, T2, C5%, C12), ol T, est 'ensemble {Q,0,1}, a C}?
b si et seulement sia# iou b =i, et C™ = 32 N 2. Graphiquement :
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o
NV

Comme pour Csirp, Ap jouera a la fois le réle du type sans constructeur et du
type des réponses : pour la premiére utilisation, on continuera de le noter Aq et
pour la seconde, on le notera plutdt ¥,, de sorte que (X)) = X,.

— (T — U) est 'ensemble des fonctions de (T) dans (U) croissantes a la fois pour
Co et pour C;. On pose f C/~Y g si et seulement si f(a) C; g(a) pour tout
a € (T). Enfin, on pose C> = [V nC{ Y.

— (A,) = (X" — X,) (avec la méme structure).

Par exemple, (A;) peut se représenter ainsi :

0o
Q
0
1\91
”_\01
, 1| 1

[
:

-
2

0
=
2

o
-
—~~
(=)
~

=
-
—~~
—_
~

On vérifie par induction que pour tout type T :

— (T) muni de C" est un domaine de Scott fini dont le plus petit élément est la
fonction constante égale a Q,
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— (T) munide C] (pour i = 0 ou i = 1) est un préordre fini ol toute paire d’éléments
a une borne supérieure et une borne inférieure (non nécessairement uniques).
Pour simplifier, si f € (T; —» ... = T, = U) et t; € (T1),..., t, € (T,), on notera
f(ty, ..., t,) pour f(t1) ... (tn).

Interprétation des termes. On définit (x/*, ...,
CPS-traduits en posant :

— (x| Q")) =9,

— (X[ x)(@) = aj,

— (x| tu)(@) = (x| t)(@)((x | ud(3)),

— (x| fun y¥ — t)(3) est la fonction qui a b associe (x,y | t)(a, b) (comme les

termes simples sont définis a a-équivalence pres, on peut supposer que y n’est
pas dans la liste x),

| t) quand t et Uy, ..., Uy, sont

m

Enfin, si t ou I'un des U; n'est pas CPS-traduit, on pose

(xYm,xUn | t) = (T XU ),

''m

On peut vérifier qu’avec cette définition, on a toujours
U U o U, °Ps cps
(x/™, ..ooxom | t) = (xqt ,...,X | tP°)),

y compris quand t et Uy, .. ., U,, sont CPS-traduits.
Comme pour Cs;p,, 0N peut vérifier que ceci définit bien un modeéle de calcul fini.

4.4.2 Traduction dans les algebres de Boole

On procede comme a la section précédente : tout d’abord, pour tout type simple
T, on fixe un entier vr et une surjection o de {0, 1}*7 dans (T) (ce que I'on peut faire
puisque (T) est fini), ainsi qu’un inverse a droite o3 de or. De plus, on impose que
pour tout type T, vres = v, O1es = 07 €1 0Fcps = 0T

Cependant, cette fois-ci, chaque type T sera associé a une formule [T] (7, x*7) (au
lieu de [T] (x*7) comme dans les cas précédents).

Pour toute fonction f de (Ty) x ... x (T,) dans (U), on fixe une fonction f : {0, 1}*n —
.— 40,1} — {0, 1}*v telle que pour tous (xi, . . ., Xn) € {0, 1Y nt-tvm f(xy, ..., Xn)
= o}(f(or,(X1),--.,07,(Xs))). Ensuite, on fixe une liste de v, termes du langage des
algébres de Boole, que I'on notera également F(Yl, ..., Xp), dont l'interprétation dans
I'algébre de Boole {0, 1} est la fonction .

En particulier, pour tous types simples T et U, on a donc une liste de termes
app Y(F7Y,x*7) telle que pour tous f € {0,1}*7~v et tous X € {0,1}r, linterpré-
tation de la liste de termes app”'Y(f,x) dans l'algébre de Boole {0,1} est égale a
ap(or-u(f)(or(X))).

Pour tout entier naturel n, pour tout k € o, on note ¢ la fonction de {0, 1} x {0, 1}*=
dans {0, 1} qui a (1, x) associe 0 si o5,(x) = 7 et 1 sinon. Ensuite, on choisit un terme
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§(7,x) du langage des algebres de Boole dont I'interprétation dans {0, 1} est la fonction
5.

On commence par définir [T] (7,x*7) quand T est CPS-traduit :

— On note [X;] (1, x**2) la formule é(7, x*=2) # 0, de sorte que pour tout T € {0, 1}
et tout a € X, [X2](7,0%(a)) = L si a = 7 (C'est-a-dire si a est le plus grand
élément pour ) et [X,] (1, 0*(a)) = T sinon,

— Pour tous types simples CPS-traduits T et U, on note [T — U] (.77 ") la for-
mule

v ([T] (7. %) — [U] (7. 3pp(F, %)) -
Enfin, si T n’est pas CPS-traduit, on note [T] (7, x*7) la formule [T<*] (T, x*7) (ce
qui @ un sens car vrws = Vr, O1ws = 01 € 0Fes = 07F).
Ainsi, pour tout type T, [T](7,x) = [T] (1,%) (y compris si T est déja CPS-
traduit).

Avec ces définitions, on peut vérifier que I'on a bien :

— [A](r,o*(@))) =T —>...>T—>1L—=>T—...— T — L (avec n arguments
numérotés 0, . . ., n— 1, dont le numéro k est | et les autres T),

— [T = Ul (7. 07(F)) = Neen ([T (1, 07(2)) — [U] (7. o (£(1)))),
— [T1(r,o*(t)) < [T] (7, 0%(u)) si t I, u (pour T € {0,1}),

— [T (r.o"(Q7)) =T.

4.4.3 Fonctions séquentielles

A I'aide une construction analogue & celle utilisée pour démontrer la proposition 4.7,
on peut montrer le lemme suivant :

Lemme 4.13. Pour tous types simples Tq, ..., T,.,, toutes variables 7,x7*7:, ..., X! Tm
deux a deux distinctes, tous atomes «, B, ..., B, Si le séquent [T1] (7,%7), ..., [Tm]
(T,Xn) b o; B, ..., By alors il existe un terme clos un terme simple clos f de type
T, — ... — T, — X, tel que pour toute liste & de variables distinctes contenant toutes
les variables libres de [T1] (7, %7) .. ., [Tw] (7. %m) T, ct, 1, - - -, B, ettous & € {0, 1}, si
(@B D...® B[ := ] est faux alors en notant pour tout / € {1,. .., m} t; = or.(x[
g=C)e(Thonaly....ym|fsyiee yu(tn ... tn) = 7 =] € T

On en déduit alors un résultat analogue au corollaire de la proposition 4.7 :

Proposition 4.14. Pour tous types simples T, ..., T,, U, pour tous a; € (T4)), ..., an €
(T.), b € (U), b est simulable par ay,...,a, si et seulement si la formule V7 ([T1]
(1,0%(a1)) — ... = [T.](1,0*(an)) — [U] (1,0%(b))) est vraie dans toute algébre de
Boole a au moins deux éléments.

4.4.4 Classification des degrés de parallélisme de Cy..

Pour terminer la classification des degrés de parallélisme de Cy., il reste a dé-
terminer quelles sont les formules du langage des algébres de Boole qui sont équiva-
lentes a [T] (7, 0*(X)) pour un certain T et un certain t € (T).
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Lemme 4.15. Soient T, .. ., T, des domaines finis et t; € (T9), ..., t, € (T,). Le sé-
quent [T1] (7, 0*(t1)), ..., [Ta] (7. 0*(t,)), 7 #0,7 # 1+ L; 0 n’est pas dérivable.

Démonstration. Par I'absurde, supposons le contraire. Alors, le séquent [T:] (7,y1), ...,
[To] (7. 70) , [X2] (7. 20) , [Xo] (7. 20) = L 0n # o*(t)), ... (Va # 07(th)). (20 # 07(0)),
(z1 # 0*(1)) est également dérivable. Par le lemme 4.13, il existe donc une fonction sé-
quentielle f € Seq” ™2~™2~72 telle que pour tout 7 € {0,1}, £(£",0,1) = (T" vo v | f T"
vo v1))(t",0,1) = 7. Autrement-dit, f(",0,1) = 0 et f(t",0,1) = 1 : contradiction. O

Lemme 4.16. |l existe k € (A4) tel que [As] (T, 0%(k)) SEVx (x #0 = x #1 — x #
T — x# -1 — 1).

Démonstration. |l suffit de poser k(0, x,0,y) = k(x,0,y,0) =0et k(1,x,y,1) = k(x,1,1,
y) = 1pourtous x,y € ¥, et k(w, x, y, z) = Q dans tous les autres cas. O

Proposition 4.17. Soient T un type simple et t € (T). Soient B une algébre de Boole
a4 élémentsetsoitpc B\{0,1}.OnaB E [T] (p, o*(t)).

Démonstration. Par I'absurde, supposons le contraire. Comme I'opération de B dans B
qui échange p et —p et laisse fixe 0 et 1 est un automorphisme de B, ona B |= V7 ([T]
(1,0%(t)) — (r =0VvT =1)). Comme il existe une seule algébre de Boole a 4 éléments
a isomorphisme pres et que toute algebre de Boole a deux éléments vérifie également
V1 ([T] (1,0%(t)) — (7 = 0V T = 1)), toute algébre de Boole a au moins deux éléments
vérifie

Vr (Vx (x=0)V(x=1)V(x=7)V(x==7)) = [T](r,0°(t)) = (r=0VT=1)),
par conséquent, en prenant le k € (A4) du lemme précédent, le séquent booléen
[1A4] (7, 0%(k), [T] (T, 0%(t)), T#£0,7T#1F 1;0
est dérivable, ce qui contredit le lemme 4.15. O

Lemme 4.18. Pour toute formule A(x) du langage des algébres de Boole, il existe un
type simple CPS-traduit T tel que pour tout p € {0, 1}, il existe une liste de termes du
langage des algébres de Boole t*7 (%) tels que A(x) = [T] (p, t(X)).

Démonstration. Procédons par induction sur A(X).

Si A(x) est un atome, il suffit de prendre T = ¥, = A, et de choisir t(x) tels que
pour tous x € {0, 1}, t(x) soit égal a o*(Q2) si A(x) est vraie et a o*(p) sinon.

Si A(x) est la formule B(x) — C(x) et que I'on a U et V des types simples et u(x)
et v(x) des termes du langage des algébres de Boole tels que B(x) = [U] (p, 4(X))
et C(x) = [V] (p, v(X)), il suffit de poser T = U — V et de choisir t(x) tels que pour
tous x € {0, 1}, f = o(t(x)) soit un C,-plus petit élément de (T) tel que f(o(u(x))) I,
o(v(x))-

Si A(x) est la formule Yy B(x,y) et que I'on a U un type simple et @(x, y) des
termes du langage des algebres de Boole tels que B(x) = [U] (p, T(X, y)), il suffit de
poser T = U et de prendre t(xX) tels que pour tous x € {0, 1}, o(£(x)) soit une C,-borne
supérieure de o(u(x,0)) et o(u(x,1)). O
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Corollaire. Pour toute formule A(T,X), il existe un type simple CPS-traduit T et une
liste de termes du langage des algébres de Boole t" (1, %) tels que A(7,x) = [T]

(1, t(1, %))

Déemonstration. D’aprés le lemme précédent, il existe un domaine fini T et des listes
to(T, %) et t1(7,x) telles que A(t,x) = [T] (0, %o(7, %)) = [D] (1, t1(7,X)). Par consé-
quent, il suffit de choisir t(, x) telle que pour tous %, p € {0, 1}, t(p,X) = t,(p,Xx). O

Proposition 4.19. Soient A(7) une formule du langage des algébres de Boole telle
que pour toute algébre de Boole B a 4 éléments, pour tout p € B\ {0,1}, B = A(p).
Alors il existe un type simple T et t € (T)) tels que A(7) = [T] (7, o*(t)).

Démonstration. D’apreés le lemme précédent, on peut trouver T type simple CPS-
traduit et v*7(7) des termes du langage des algébres de Boole tels que A(1) = [T]
(1,v(1)). On pose ty, = (v(0)) € (T) et t; = o(v(1)) € (T). Le type simple T est de la
forme U; — ... U,, — ¥, et

A(r) = [T (7. v(7))

e (G = [Un 5)
:W““”Wm(—wwéWLH@MWﬂJJMJ%»¢o>

I suffirait de pouvoir poser t € (T) de telle sorte que pour tous u; € (U4)), ..., Um €
(Um), t(us,...,uy) soit égal a 0 si to(uy,...,un) = 0,21 si t1(uy,...,un) = 1, et a
Q sinon. Cependant, pour que cela ait un sens, il faut encore montrer que pour tous
u € (U4), ..., Um € (Un), on a to(uy, . . ., um) #00u ty(uy, ..., um) # 1.

Soient donc u; € (Ui), ..., um € (Un). Soient B = {0,1} x {0,1} et p = (0,1) € B.
Pour tout k € {1, ..., m}, on a B | [U«] (p, o*(ux)) d’apres la proposition 4.17.

Par hypothése, B = A(p). Par conséquent, B = 4(p, app(...app(v(j), o*(u1)) ...,
0*(um))) # 1. Autrement-dit, on n’a pas a la fois to(uy, ..., un) = 0 et to(uy, ..., uy)
1.

LI

Ainsi, une formule A(T) est équivalente a une formule de la forme [T] (1, o*(t)) si
et seulement si pour toute algébre de Boole B a 4 éléments et tout p € B \ {0, 1},
B = A(p). En combinant ce résultat a la proposition 4.14, on obtient la classification
des degrés de parallélisme de Cye :

Théoreme 4.20. Soit 7 une variable du langage des algébres de Boole. Les deux M-
ensembles suivants, ordonnés par l'inclusion, sont M-isomorphes :
— I'ensemble des degrés de parallélisme de Cyte,

— l'ensemble des M-ensembles ¢ de formules du langage des algébres de Boole
tels que :

— pour toute A € &, A n'a pas de variable libre autre que T,

— pour toute A(T) € &, pour toute algebre de Boole B a 4 éléments et tout
peB\{0,1}, B | A(p),

— pour toutes A;(7), ..., A.(T) € ¢ et toute formule B(t), si pour toute algébre
de Boole B a 4 éléments et tout p € B\ {0,1}, B = B(p) et si la formule
V1 (A(T) — ... = A,(1) — B(7)) est vraie dans toute algébre de Boole a
au moins deux éléments, alors B(7) € .
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5 Instructions de comparaison, ordinal générique et
lemme de Zorn restreint

Krivine a montré qu’introduire une instruction « quote », qui prend un argument et
renvoie son « code »sous forme d’'un entier de Church permet de réaliser des formules
intéressantes, dont en particulier 'axiome des choix dépendants [Kri03]. Toutefois, cela
n’est possible que si 'ensemble des termes est M-dénombrable. On va présenter
ici une technique treés similaire mais qui fonctionne quel que soit le M-cardinal de
'ensemble des termes. Celle-ci permet de réaliser des généralisations de I'axiome
des choix dépendants qui sont équivalentes aux axiomes DC, [Jec73] et que I'on peut
voir comme des versions affaiblies du lemme de Zorn.

Par ailleurs, si I'on pouvait développer une théorie de la réalisabilité adaptée au
cas ou I'ensemble des termes est une M-classe propre, peut-étre qu’une technique
similaire a celle présentée ici permettrait de réaliser le lemme de Zorn complet, et
donc I'axiome du choix.

On fixe une M-bijection v : A — X et une instruction non protégée x. Pour tout
a < X, on note &, pour v=Y(a) s ainsi, A = { &,; a < A }.

On note ! la plus petite relation binaire sur P (A = TT) telle que
— Pour tous p, g tels que p =% q, {p} -1 {q},
— Pour tous termes a, b, t, u, v et toute pile 7 :
— Siv(a) < v(b), {x*aebeteuevern} =L {ten},
— Siv(a) = v(b), {x*aebetevuevern} =L {uem},
— Siv(a) > v(b), {x*xaebeteuever} =1 {ver}.

De plus, on note -, la plus petite relation de multi-évaluation contenant ! et S, la
structure de réalisabilité engendrée par >, .

5.1 Lordinal générique )
5.1.1 Construction de I'ordinal générique

Pour tout « < A\, onpose & = { (B,és.7); T€T, B < a }.
Lemme 5.1. Pour tout o < A, Ax. x(&,) réalise @ & A modulo S,,.

Notation. Pour tout oo < A, tout terme du premier ordre b et toute formule A, on note
beda — Alaformule (bga)U (T — A).

Lemme 5.2. Pour tout o < ), tout terme du premier ordre clos b, toute formule close
Aettout IL € S,,si[b], =B pourun B < o, alors [[bea — Al ={&.m ™A},
etsinon, |[bea — All, =0=T|,.

Lemme 5.3. Pourtous 8 < a < ), (B ¢a) =5, (Bea— L).

Lemme 5.4. Pour tout a < ), tout terme du premier ordre b et toute formule A, les
formules be a@ — Aet be & — A sont équivalentes modulo S, .
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Démonstration. On va réaliser 'implication de droite a gauche par le terme d = At.\u.
t(Ax.xu) et 'implication de gauche a droite par le terme g = At.Au. ac(Ak.u(Ax.k(tx))).

On peut supposer sans perte de généralité que A et b sont clos.

Le fait que d réalise l'implication (b @ — A) — (b € & — A) est conséquence du
lemme 5.1.

~

Montrons que g réalise (b € & — A) — (b e & — A). Soient 1L € S,, t €
lbea— Al,,uc |beal, etm € ||A]ll. Dune part g x teuem >k u*x (Ax.kp(tx))om,
et d'autre part v réalise b ¢ & — L, donc il suffit de montrer que Ax.k,(tx) réa-
lise b ¢ @. Dans le cas ou [b], = B pour B < a, on a bien que pour toute pile
7', M.k (tx) x §go ' >k t x§g.m € L. Dans le cas contraire, on a tout simplement
Ibgal, =0. m

Notation. Pour tout o < ), toute formule A et toute variable x, on note Vx® A pour
Vx (xea— A)etIx* ApourVx (xead—A— 1) — L.

5.1.2 Propriétés d’ordinal

On va montrer que les objets (désignés par des noms) de la forme & sont bien des
ordinaux.

Notation. On note Ord.(a) la formule suivante, qui dit que que a est un ordinal au sens
usuel (extensionnel) :

Vx€aVy€ex y€a (rensemble a est transitif)
N Vx€aVy€caVzea (x€y — yez — x€z) (larelation € définit un ordre strict sur a)
A Vx€aVy€a (x€y V xxy V yEx) (cet ordre est total).

Remarquons qu'’il n'est pas nécessaire de demander que la relation € soit bien fon-
dée ni gu’elle soit antiréflexive, car cela est déja garanti par le schéma d’axiomes de
fondation.

On peut également définir une version non extensionnelle de cette formule :

Notation. On note Ord,(a) la formule suivante :

Vxea Vyex yea (Prensemble a est transitif)
N VxeaVyeaVzea (xey — yez — xez) (larelation ¢ définit un ordre strict sur a)
N VxeaVyea (xey V x=y V yex) (cet ordre est total).

On peut vérifier facilement que tout ordinal au sens non extensionnel en est égale-
ment un au sens extensionnel :

Lemme 5.5. La formule Va (Ord.(a) — Ordc(a)) est conséquence de ZF..

Les ordinaux au sens non extensionnel ont également la propriété (qui s’averera
cruciale par la suite) de e-contenir exactement un représentant de chacun de leurs
e-éléements :
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Proposition 5.6. La formule Va (Ord.(a) — Vxea Vyea (x ~ y < x = y)) est consé-
quence de ZF..

Démonstration. Placons nous dans un modéle de ZF,. Soit a un ordinal au sens non
extensionnel (c’est-a-dire a tel que Ord.(a) soit vraie). Soient x et y deux e-éléments
de a. Si x = y, on a bien x = y, et si x # y, alors on a soit x £ y, soit y € x. Dans le
premier cas, on a alors x € y, et dans le deuxiéme y € x : dans les deux cas, a cause
du schéma d’axiomes de fondation (extensionnel), on a x # y. O

On a alors le résultat annoncé au début de cette section :

Proposition 5.7. Pour tout o < A, la formule Ord.(&) est réalisée modulo S,.

Démonstration. L'ensemble & est transitif : on va montrer montrer que la formule
Vx* Vy (y & — y & x) (qui est équivalente a celle que I'on cherche a réaliser) est

réalisée par 0 = At u.u. Soient L € S,, B<a,ce M,uec|y¢gal, etme Hc g%EHL :
on doit montrer que 6 x g.u.m € 1. Tout d’abord, on a é x g« u.m >« u* 7. Ensuite,
comme 7 € Hc g/EHiL, c;/EHiL # 0, donc il existe y < B < « tel que ¢ = 4. Par

conséquent, ||c 8| ={& .7 ' €M} =|cgal,,etdoncuxme L.
n v L

La relation £ définit un ordre strict sur sur & : similaire au point précédent.

Cet ordre est total : c’est la qu’entre en jeu l'instruction de comparaison . En effet,
on va montrer que le terme 7 = Ab.Ac. At.Audv. x b c (tb) (u) (vc) réalise la formule
VX Vy® (x dy — x <y — y &x — L) (qui est équivalente a celle que I'on cherche
a réaliser). Soient IL € S,, B < o,y < a, t € |B g/a]i, ue|B# &‘L, vela g/B‘JL et
m € TT - on doit montrer que T x§geéyeteusvem € 1.

Sip <yalors {T*€ge&yeteusven} =, {tx€g.m} C I (cartréalise Bedietp < 7).
Si B > 1, la situation est symétrique. Enfin, si § =« alors {7 x{ge&yeteueven} =,
{vx7} C I (car v réalise (8 #7) =5, L). O

5.2 Choix non extensionnel

On va formuler le choix non extensionnel comme un schéma de formules :

Définition 5.8. Un schéma d’axiomes de choix non extensionnels est un ensemble T
de formules closes tel que pour toute formule A(w, x), il existe une formule A*(w, x)
telle que T contienne les trois formules suivantes :

— VYW Vx (A*(w, x) — A(W, x)),
— VW Vx Vy (A*(W, x) = A*(W,y) — x = y),
— Vw (Ix A(w, x) — Ix A*(W, x)).

Autrement-dit, la formule A* « choisit » exactement un des x qui vérifient A(w, x),
s’il en existe.

Lobjectif de cette section est donc de montrer le résultat suivant :
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Proposition 5.9. La théorie Th(S,) contient un schéma d’axiomes de choix non ex-
tensionnels.

On va avoir besoin du lemme suivant :

Lemme 5.10. Pour toute formule A(w", x), il existe une M-fonctionnelle f4 : Sp x
M — M telle que la formule Yw (3x A(w, x) — Jae X A(w, fa(w, a))) soit réalisée
modulo S,.

Démonstration. Pour tout terme t ettout 1L € S,, onpose P = {m;txtem & 1 }.

Pour tout 1L € S,, tous w € M et tout o < A tels que Py ¢, N [|Vx =A(w, x)||, # 0,
on choisit un x € M tel que Pyg, N ||-A(W, x)||, # 0 (ce que I'on peut faire car
IVx AW, x)|| | = Uxem 7AW, )] ), et 'on pose pch,(LL, w, &) = x (donc Py g, N
|=A(W, fa( L, w,&))||, # 0). Ensuite, on étend pch, arbitrairement a tout Sp x M"*1.

On va montrer que le terme \y. yy réalise la formule Vw (Va —A(W, fa(w, 3)) —
Wx 2A(W, x)). Soient IL € 8, W € M, t € [Va* ~A(w, f4(W, a))|, et € [|[vx =AW, x)|.
Montrons que t x tem € L :

Comme t réalise va* -A(w, fa(w, a)), en particulier, pour tout €

HﬁA W, fa(w, v(t H tx tem € 1. Autrement-dit, P, . N HﬁA W, fa(w, v(t H =0,
conséquent PJL,t N ||VX -A(w, x)||, = 0. Comme m € ||Vx -A(W,x)|,, on a donc
m ¢ Py, Cest-a-direque txtem € L. O

Le lemme 5.10 permet de choisir pour chaque classe non vide A une sous-classe
non vide (en fait un sous-ensemble) indexée par une partie de X. Ensuite, il n’y a plus
qu’a utiliser le bon ordre sur X pour choisir I'élément de cette sous-classe qui porte le
plus petit indice :

Preuve de la proposition 5.9. Pour tout terme du premier ordre f(w, a), notons Aj(w, x
k) la formule A(w, x) A Jack (x = f(w, a) A Vbea ~A(w, f(w, b))). La formule

vw (Ix AW, x) = Jack A(w, f(w, 2)))
vk (( A Ord,(k) ) )

N YW Vx Vy (Af(w, x, k) = Af(W,y, k) = x =

Vw Vx (Af(w, x, k) = A(W, x))
)
( A Vw (Ix A(w, x) — Ix AX(W, x, k)) g ))

est conséquence de ZF,.

En effet, plagons-nous dans un modele de ZF,, et soit k un ordinal au sens non
extensionnel tel que Yw (3x A(w, x) — Jack A(w, f(w, a))) soit vraie :

La formule Vw Vx (Af(w, x, k) — A(W, x)) est vraie par définition de A*.

Soient w, x et y tels que Aj(w, x, k) et Aj(w, y, k) soient vraies, et supposons par
I'absurde que x # y. Soit a € k tel que x = f(w, a) et que Va'ea —-A(w, f(w, a')) soit
vraie. Soit b € k tel que y = f(w, b) et que Vb'eb —~A(w, f(w, b’) soit vraie. Comme
x % y,a# b,donc ae bou b ¢ a(car k est un ordinal au sens non extensionnel).
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Comme Dans le premier cas, on contredit Vb'eb —A(w, f(w, b')) (car A(w, f(w, a)) est
vraie), et dans le second, on contredit Va'ea ~A(w, f(w, a')).

On va raisonner par contraposée. Soient w tels que pour tout x, A} (w, x, k) soit
fausse. Pour tout a € k, si A(w, f(w, a)) est vraie, alors il existe b € atel que A(w, f(w, b))
(sinon, A%(w, a, k) serait vraie). Par conséquent, par le schéma d’axiomes de fondation
(non extensionnel), A(w, f(w, a)) est fausse pour tout a € k, ce qui implique que A(w, x)
est fausse pour tout x.

Iln’y a plus qu'a poser A*(W, x) = Af, & (W, x, )), ol f, est la fonctionnelle donnée

par le lemme 5.10. O

5.3 Lemme de Zorn restreint

On va montrer que Th(S,) contient une version du lemme de Zorn « restreinte a
'ordinal X ». Plus précisément, on va montrer que pour toute relationnelle R, si toute
R-chaine' admet un majorant strict, alors il existe une R-chaine indexée par \".

Pour tout o, le lemme de Zorn restreint a o se déduit du lemme de Zorn. Inverse-
ment, si 'on suppose le lemme de Zorn restreint @ o pour tout ordinal «, alors pour
toute relation binaire R sur un ensemble E telle que R n’a pas de cycle (en particulier,
c’est le cas si R est une relation d’ordre strict) et que toute chaine admet un majorant, il
existe une chaine sans majorant strict (car si toute chaine avait un majorant strict, tout
ordinal s’injecterait dans E) mais avec un majorant, qui est donc un élément maximal
pour R : c’est la formulation usuelle du lemme de Zorn.

Contrairement a la section précédente, on va réaliser ici une version restreinte du
lemme de Zorn extensionnel, c’est-a-dire du lemme de Zorn tel gu’on I'entend habi-
tuellement. Formellement, on va utiliser un schéma de formules, en se servant des
notations suivantes :

Notation (Majorant strict d’'un ensemble). Pour toute formule R(w, x, y) et toutes va-
riables du premier ordres m et c distinctes entre elles et distinctes de m, x et y, on note
Majf(w, c, m) la formule ¥Yxcc R(w, x, m).

Notation (Chaine). Pour toute formule R(w, x, y) et toute variable du premier ordre ¢
distincte de m, x et y, on note Chaine? (w, ¢) la formule Vxec Vycc (x % y — R(W, x, y)V

R(w,y, x)).

Définition 5.11. Soit a un terme clos du premier ordre. Un schéma de Zorn restreint
a o est un ensemble T de formules closes qui contient la formule Ordc () et tel que
pour toute formule R(w, x, y) extensionnelle en x et y, il existe une formule Zg(w, B, y)
extensionnelle en B et y telle que T contienne les trois formules suivantes :

— YW (Vc (Chainef(w, ¢) — 3m Maj¥(w, ¢, m)) — VBea 3y Zr(w, /S,y)),
— YwVBea Vyca Vy Vz (Zr(W,B,y) — Zr(W,v,2z) = B €y — R(W, y, z)),
— YwVBea Vyea Vy Vz (Zr(W,B,y) = Zr(W,v,2) = By — y = z).

i. Il faut imaginer R comme une relation d’ordre strict, mais il n’est pas nécessaire de supposer
gu’elle 'est vraiment : cela ne ferait qu’alourdir les formules.

ii. Ce qui est équivalent a I'axiome DC; [Jec73, chapitre 8 : « Some weaker versions of the axiom of
choice »].
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Ces trois formules disent que si toute R-chaine admet un majorant strict, alors Zg
définit une fonction strictement croissante pour R de domaine «. Plus précisément, la
troisieme dit que Zx est fonctionnelle (au sens extensionnel), la deuxiéme que Zy est
strictement croissante pour R et la premiere que si toute R-chaine admet un majorant
strict, alors Zx est totale sur le domaine «a.

Remarque. Dans la définition ci-dessus, le troisieme point impose que la relation
Zgr(w, B, y) soit fonctionnelle au sens extensionnel par rapport a 'argument , mais
pas nécessairement par rapport aux arguments w (C’est-a-dire que si Zg(w, B, z) et
Zr(W' 7y, z") avec w =~ W', on n’a pas nécessairement z ~ z'). Cependant, la proposi-
tion suivante montre que cette définition est satisfaisante :

Proposition 5.12. Soit Rel(w, x, y) la formule 3zew Couple.(x, y, z) (qui dit que x et y
sont liés par la relation binaire w, une relation binaire étant vue comme un ensemble
de couples de Kuratowski). Soient a un terme clos du premier ordre et T une théorie
contenant ZF, et un schéma de Zorn restreint a «. Alors la formule suivante (qui est
strictement extensionnelle) est conséquence de T :

Ve (ChaineR¥(r, ¢) — Im MajBé(r, c, m))
" vBea Iy Rel(¢, B, y)
— 3 | AN VBeaVyeaVy Vz (Rel(¢,B,y) — Rel(¢,y,z) = B €y — Rel(r, y, 2))
N VBea VycaVy Vz (Rel({,B,y) = Rel({,v,z) > Bry— y~2z)

Démonstration. |l suffit d’appliquer le schéma de Zorn restreint pour la formule Rel(w, x,
y) et de définir ¢ par compréhension. N

Théoréme 5.13. Th(S,) contient un schéma de Zorn restreint a .

Démonstration. Fixons une formule R(w, x, y) extensionnelle en x et y.

Informellement, 'idée de la preuve est la suivante. On se place a l'intérieur d’un
modéle de Th(S,), on a une relation R (que I'on imagine étre une relation d’ordre)
telle que toute chaine admet un majorant strict, et 'on veut choisir pour tout o € X un
~-unique y, de telle sorte que y, croisse strictement avec . Une premiere difficulté
est qu’a priori, on n’a pas la possibilité d’effectuer des choix compatibles avec ~. Ce-
pendant, puisque X est un ordinal au sens non extensionnel, il e-contient un unique
représentant de chacun de ses €-éléments. Il suffit donc de choisir pour tout o € X un
—-unique y, (ensuite, a tout o € X on associera le y, choisi pour 'unique « £ X tel que
a ~ o). Pour choisir cet y,, l'idée est de procéder par induction sur « : si 'on a choisi
yg pour tout B € a, il suffit de choisir comme y, un majorant strict de {ys; B € a}, qui
est une chaine. Cependant, la seconde difficulté est que ZF. ne permet pas a priori
de telles « constructions par induction non extensionnelle » : on va donc devoir faire
I'induction « a I'extérieur du modeéle ». En particulier, le point clé de la preuve qui suit,
c’est qu'’il faudra nommer pour chaque o < X un unique représentant de la chaine
{yg: B € o} : ce sera le r6le des fonctions F_,( L, w), qui seront définies un peu plus
loin.

On va manipuler des graphes de fonctions non extensionnelles. Pour cela, on va
avoir besoin de nommer des paires d’éléments de M dans les formules. Notons donc
p la M-fonctionnelle de M? dans M définie par p(a, b) = (a, b).
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Notons img la M-fonctionnelle de M dans M définie par img(f) = { ( m); (p(x,y),
m) € f }. On peut vérifier que pour tous f,y € M, y ¢ |mg(f) = Vx p(x,y) & f.
Par conséquent, la formule Vf Vy (y € img(f) < 3x p(x,y) € f) est universellement
réalisée.

Notons Majlmg(w, f, m) la formule MajZ (w, img(f), m).

Soient MajImg*(w, f, m) la formule donnée par le choix non extensionnel (proposi-
tion 5.9) appliqué a la formule MajImg(w, f, m) et u la M-fonctionnelle de S, x M"*+?
dans M donnée par le principe de nommage des singletons (proposition 2.26) appli-
qué a Majlmg*(w, f, m).

Ainsi, les formules suivantes sont réalisées modulo S, :

— Yw Vf (3m Majf(w,img(f), m) — Im (m € u(w, f))),
— YW Vf Vm (m e p(w, f) — Majf(w, img(f), m)),
— YWV VmVm' (mepu(w,f) - mepw,f) - m=m').

Pour tout L € S, ettous w € M, par induction mutuelle, on définit pour tout oo < X
Feo L, W) = Feo(LL, W)U { (p(&,y) tem); tlby e X (y,m) € p(lL,w, Feu(LL,w)) },
et pour tout a < A Fo (AL, W) = Ugqo F<p(dL, w). On étend arbitrairement les fonctions
Feo et Feo atout 1L € S,.

On définit alors Zg(w, ., y) comme Ja'e X Iy’ (&' = a Ay’ =~y Ap(a,y') € Foa(W)).

En considérant la définition de F_, pour a < )\, on constate trois choses :

— pour tout a < X la formule Vw V6 Vy (8 ¢ @ — p(8,y) & F-o(W)) est réalisée
modulo S, par Ax. At. tx,

— pour tout & < A ettous W,y € M, on ap(@y) g Fa(w) =5, ae X =y ¢
u(w, Fea(w))

— pourtous § < a < Aettous w,z € M, ona p(8,z) &Fox(w) =5, p(8,2) & Fea(W).

D'aprés le premier point, la formule vw VB Vy (p(B.y) € Fox(Ww) — B ¢ ) est
réalisée modulo S,. D’aprés les trois points, la formule Yw Vye A 3F (VB Vy ( (B.y)

F — Beqy)AVz (p(v,2) € Fo(W) <> z € u(w, F)) ANVBey Vy (p(B.y) € Faox(W) <

p(B,y) € F)) est réalisée modulo S, .
En utilisant ces remarques, on va montrer que les trois formules suivantes sont
réalisées modulo S, :
(1) Yw (Vc (Chainef (W, c) — Im Majf(w, ¢, m)) — VBE X Ty Zr(W, B.y)),

(2) Yw VBEX Vye X Yy Vz (Zr(W, B, y) — Zr(W,v,2) = B € v — R(W, y, z)),
(3) Yw VBEX Vye X Yy Vz (Zr(W, B, y) = Zr(W,7,2) = By — y ~ z).

Considérons un modele N de Th(S,), et montrons que ces trois formules sont
vraies dans N :

Preuve de (3) : Soient w, y, z des objets de A\ et soient 8, € X tels que 8 ~ « et
que Zg(w, B, y) et Zgr(w,+, z) soient vraies. Soient B/ ~ B,y =,y ~ y etz ~ z tels
que B e X, v e X p(B.y) e Fo(W) et p(v,2') e Fa(W).Onap ~Brvy~v,p X
et v’ € X, par conséquent, B’ = «'. Soit F tel que Vx (p(v', x) € Foa(W) <> x € u(w, F))
soit vraie (F existe par la remarque ci-dessus). On a y' € u(w, F) et 2’ € u(w, F), donc
y'=Z etdoncy ~ z.

95



Preuve de (2) : Soient w, y, z des objets (de \) et soient 8,y € X tels que B € v et
que ZR(W,;S,y) et Zg(w,+y, z) soient vraies. Soient f' ~ By =,y ~ y et z~ Z' tels
que /S’ eX Y e p(B.y) e Foa(w) et p(,2") € Fox(w) : on a alors B € «y. (En effet,
B’ €9/, donc il existe B” € o' tel que " ~ B'. Comme B’ ¢ et ﬁ” £ X (car X est transitif),
g’ = B",donc B’ ¢ «'.) Soit F tel que p(v',Z') € Fox(w) < 2/ € u(w, F) et p(B',y') €
F_»(W) <> p(B'.y') € F soient vraies. D'une part z' £ u(w, F), donc Majf(w, img(F), 2')
est vraie, et d’autre part p(g', y') € F, donc R(w, y', z') est vraie. Comme R(w, y, z) est
extensionnelle en y et z, R(w, y, z) est vraie.

Preuve de (1) : Soient w des objets tels que Vc (Chainef(w, ¢) — 3m Majf(w, ¢, m))
soit vraie et soit v € X. Soit 4’ £ X tel que o' ~ . Soit F tel que les formules suivantes
soient vraies :

(i) VBVy (p(B.y') e F = Be7'),
(i) VZ' (p(', Z') € Foa(W) < 2" € u(w, F)),
(i) VBey' Vy' (p(B.y') € Fox(W) <> p(B,Y') € F).

Pour conclure, il suffit maintenant de montrer que Chainef(w, img(F)) est vraie, car
cela entrainera que 3m Maj8(w, c, m) est vraie, donc que u(w, F) est non vide, et
donc (d’apres (ii)) qu’il existe z’ tel que p(v', z’) € F-x(W).

Soient donc y, z € img(F) tels que y # z : on va devoir montrer que R(w, y, z) ou
R(w, z, y) est vraie. Soient y’, z' € img(F) tels que y' ~ y et z’ ~ z. Soient B et ¢ tels que
p(B,y') e Fetp(d z')e F.Dapres (i), B e etéd e'. Dapres (iii), p(B,y') € Fox(w) et

Z') € F_x(w), donc Zg(w, B, y) et Zr(w, §, z) sont vraies. Par conséquent, d’aprés
), B % 8. Comme «' est un ordinal, § et § sont des ordinaux, et doncona g € § ou
€ B. Dans le premier cas, d'apres (2), R(w, y, z) est vraie, et dans le second, c’est
(W, z, y) qui est vraie. O

A‘G

(6,
3

moﬂ

5.4 Plongement de J2 dans le monde extensionnel

Une application de la réalisabilité classique, présentée par Krivine [Kri12], consiste
a prendre une propriété P dont il n’est pas clair que I'énoncé « il existe un ensemble X
qui vérifie P » soit cohérent avec ZF' et a construire un modéle de réalisabilité dont I'al-
gébre de Boole caractéristique 12 vérifie cette propriété P : on obtient ainsi un nouveau
résultat de cohérence.

Obstacle de taille a un tel plan : les propriétés que I'on obtient naturellement sur 12
sont des propriétés non extensionnelles, alors que celles dont on peut vouloir montrer
la cohérence sont des propriétés extensionnelles. |l faut donc faire communiquer les
deux mondes : pour cela, on va plonger ]2 dans le monde extensionnel, c’est-a-dire
construire un ensemble X dont les propriétés extensionnelles reflétent dans un certain
sens les propriétés non extensionnelles de J2. Le minimum que I'on doit demander,
c’est que les €-éléments de X soient en bijection avec les ¢-éléments de J2. Krivine
a montré comment procéder lorsque I'on dispose de linstruction « quote », et 'on va
montrer que la méme technique peut s’appliquer en présence de l'instruction de com-
paraison x.

i. Par exemple, la propriété « X est un ensemble de parties de N et X pré-ordonné par relation de
subpotence contient une copie de Q » [Kri12].
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Notons A la M-fonctionnelle de S, x M dans {0, 1} telle que pour tout pble I et
touta € M, A(LL,a) =0¢slilexiste o < Atelquea=aeté, Ik, L,etA(L,a) =1
sinon.

Du point de vue du modéle de réalisabilité, A définit une fonctionnelle a un argu-
ment, définie partout et a valeurs dans 12 : On va associer a chaque x £ 12 'ensemble
{aeX 0<A(a) <x}C X Onvoudrait montrer que si x et y sont deux éléments dis-
tincts de 12, les deux ensembles associés ne sont pas extensionnellement équivalents.
Puisque X e-contient exactement un représentant de chacun de ses c-éléments, il suf-
fira de montrer que pour tous x, y € J2, si x # y, alors il existe a £ X tel que A(a) > 0 et
que x < A(a) si et seulement siy £ A(a).

Toujours du point de vue du modele de réalisabilité, si x = 0, 'ensemble associé a x
est vide. On peut donc commencer par montrer que si x # 0, alors 'ensemble associé
a x n'est pas vide, c’est-a-dire qu'’il existe ae A tel que 0 < A(a) < x:

Lemme 5.14. La formule ¥x* (x # 0 — 3> ((A(a) # 0) A (A(a) < x))) est réalisée
modulo S,.

Démonstration. On va montrer que la formule équivalente Vx* (x # 0 — va* (A(a) #
0 — (A(a) A —x) #£0) — L) est réalisée par le terme © = At. Au. utt.

Soient IL € S,, x € {0,1}, t IFy x # 0, u - Va* (A(a) # 0 — (A(a) A —x) # 0) et
m € TI. Notons o = v(t).

Sit =&, IFy L,alors t IFy A(a) # 0. Sit I, L, alors [A(&)], = 1, donc
tlFy A(a) # 0. Par conséquent, dans tous les cas, t IF; A(a) # 0.

Six=0,alorst=¢,IF; x# 0= 1, donc [A(&)], =0, etdonc [A(&) A —x], =0.
Six =1, alors [A(a) A —x], = 0. Par conséquent, dans tous les cas, [A(&) A —x], = 0.

Ainsi, comme u -, @ € X — A(@) # 0 — (A(&) A —x) # 0, tuu IF, L, et donc
@ Xk UeVeT € J.l_. D

Proposition 5.15. Notons F(x, p) la formule (x € 12) A (p S X) AV (aepe ((Aa) #
0) A (A(a) < x))). Les formules suivantes sont réalisées modulo S, :

— Vx*2 3p F(x, p),

— Vx2p (F(x,p) = p S N),

— Vx2VpVq (F(x,p) = F(x,q) = p=~q),

— VX2 VyRVp Vg (F(x,p) = F(y,q) = p~qg— x=y).

En d'autres termes, F(x, p) associe de fagon injective une partie (au sens extensionnel)
de ) a chaque élément (au sens non extensionnel) de 2.

Démonstration. 1| suffit de montrer que la formule Vx® Vy®2 (x # y — 3a* (A(a) #
0N —(A(a) < x +» A(a) < y))) est réalisée.

Comme la formule Vx Yy (x # y — (((x A —y) # 0) V ((y A —x) # 0))) est vraie dans
toute algébre de Boole, il suffit de montrer que la formule Vx* Yy ((x A —y) # 0 —
3a* ((A(a) # 0) A (A(a) < x) A= (A(a) < y))).

Comme laformule Vx Vy Vz (z # 0 — z < (xA—y) — ((z < x)A—=(z < y))) est vraie

dans toute algébre de Boole, la formule précédente est réalisée modulo S, d’apres le
lemme 5.14. H
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5.5 Non-trivialité de J2

On sait d’aprés Krivine [Kri18, Kri15] que les modéles de réalisabilité ou J2 est
réduite a l'algebre de Boole {0, 1} sont en fait des modéles de forcing, et gu’ils vérifient
donc automatiqguement I'axiome du choix complet (puisque le modele de départ le
vérifie). Le but de ce chapitre est de montrer que I'on peut réaliser des formes faibles
de I'axiome du choix sans étre dans cas particulier : il reste donc a montrer que la
formule |J2| = 2 n’est pas réalisée modulo S,. On va méme faire un peu mieux, en
trouvant une structure de réalisabilité S C S, cohérente et telle que la formule |32| > 2
soit réalisée modulo S.

Fixons deux instructions non protégées &, et §; distinctes de x. Notons > la plus
petite relation binaire sur P,(A x TT) contenant -1 et telle que pour toute pile w, {5y *
m,8; »} =1 0. Notons enfin >~ la plus petite relation d’évaluation contenant ~! et S la
structure de réalisabilité engendrée par .

Lemme 5.16. La formule |12| > 2 est réalisée modulo S.

Démonstration. |l suffit de montrer que la formule Vx? (x #0 — x #1 — 1) — L est
réalisée par 0 = At. a (Ak. t (kdo) (ké1)).

Soient IL € S, tlFy ¥x2 (x #0 - x #1 — L)etw € TI. Comme 0 C 1, on a
{do xm, 01 x} N I # 0. Soitdonc i € {0,1} tel que §; xm € L. Onaalors §; I+, L,
donc kb IFy i # 0 et k;6; IFy i # 1. Par conséquent, t (k.do) (kr01) IF1 L, et
Oxtem e I. O

Il reste a montrer que la structure S est cohérente.

Pour tout / € {0, 1}, posons d’'une part pour tout n € N, Il ={peAxT;il existe
m < netQ € Py(Ly,)telsque {p} ~, Q}U{dxm m e} etdautre part I’ =
UnEN J'l—;

Lemme 5.17.Ona 1l °c Set L' € S.

Lemme 5.18. Pourtoutp c AxTl,p¢ 1 °oup ¢ AL
Démonstration. Soit p € 1L°. Soit n le plus petit entier tel que p € L. On peut vérifier
qu’il existe une pile = telle que {p} =, {do x 7} (en n étapes).

Par ailleurs, d’'une part >, est déterministe (c’est-a-dire que pourtous q,r,s € A xTI,
si{q} -1 {r}et{q} ~! {s}, alors g = s), et d’autre part -, n’a pas de régle d’évaluation
lorsque & ou §; arrive en téte (c’est-a-dire que pour toute pile ' et tout Q, {8, x 7'} #L
Q). Par conséquent, pour toute pile 7/, {p} %, {6, x '}, etdonc p ¢ 1.*. O

Corollaire. La structure de réalisabilité S est cohérente.

Proposition 5.19. La formule |12| < 2 n’est pas réalisée modulo S,

Démonstration. Si elle I'était, elle serait également réalisée modulo S, et donc S ne
serait pas cohérente. O
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6 Un peu de combinatoire infinie : la condition d’anti-
chaine

Au chapitre précédent, on a montré comment obtenir des modéles de réalisabilité
qui vérifient une version du lemme de Zorn restreinte a un certain « ordinal générique »
X. On voudrait pouvoir utiliser cette technique avec des X de plus en plus grands pour
réaliser des approximations de plus en plus puissantes du lemme de Zorn, et peut-étre
un jour finalement réaliser le lemme de Zorn lui-méme (en prenant pour A la classe
des ordinaux de M, et, comme indiqué plus haut, a condition d’adapter la théorie au
cas ou A est une M-classe propre). Pour cela, il faudrait faire en sorte que le cardinal
de X (du point de vue du modéle de réalisabilité) croisse « au moins aussi vite » que
le M-cardinal A. Dans ce chapitre, on va faire un premier pas dans cette direction,
en modifiant la structure de réalisabilité pour faire en sorte que si M vérifie A > Ry,
alors le modeéle de réalisabilité vérifie X > ®;. Pour cela, il suffit de faire en sorte que
X soit un cardinal, car on peut montrer que si M vérifie A > R;, alors le modéle de
réalisabilité vérifie X > w.

On fixe comme au chapitre précédent une M-bijection v : A — X et une instruction
non protégée . Par ailleurs, on fixe deux autres instructions non protégées ¢ et n ainsi
qu’une M-famille (v,)a<x d’instructions non protégées deux a deux distinctes qui ne
contient ni x, ni ¢, ni 7.

Linstruction n va jouer le role de la condition d’antichaine dénombrable’ qui inter-
vient notamment dans construction par forcing d’'un modele de ZF ne satisfaisant pas
I’hypothese du continu. En réalité, elle correspond plutét a une sorte de « condition
d’antichaine finie »(« toute antichaine est finie »), qui n’aurait pas trop d’intérét en for-
cing, mais ne pose aucun probléeme ici. La ou la condition d’antichaine dénombrable
sert a montrer que les cardinaux sont préservés, l'instruction n permettra ici de mon-
trer que X n’est en bijection avec aucun de ses éléments (autrement-dit, que c’est un
cardinal).

Linstruction ¢ joue le réle d’'une sorte d’instruction de (), k)-vote pour tout k < X;
elle sera nécessaire pour tirer parti de I'instruction n. Les instructions v, sont inertes
et servent simplement a exprimer . + On note ~! la plus petite relation binaire sur
Pum(A=TI) telle que

— Pour tous p, q tels que p =& q, {p} = {q},
— Pour tous termes a, b, t, u, v et toute pile 7 :
— Siv(a) < v(b), {x*asbeteusver} =t {tem},
— Siv(a) =v(b), {x*aebeteuevern} =t {uen},
— Siv(a) > v(b), {x*aebeteuevern} =1 {ver},
— Pour tout terme t, toute pile 7 et tout U € Prp(N) tel que le M-cardinal de X \ U
soit strictement plus petit que X :

{ortem} =" {txyuem ac U},

i. On s’éloignera ici de la terminologie historique de condition de chaine dénombrable, car celle-ci
est trompeuse.
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— Pour tout terme t, toute pile 7 et tout A € Pp(A) infinie :
{nxteaem; ac A} = {txachem a,bcAa#b}.

De plus, on note = la plus petite relation de multi-évaluation compléte contenant >~
et S la structure de réalisabilité engendrée par .

Comme ~! D > ona Th(S) 2 Th(S,). En particulier, pour Th(S), A est un ordinal
au sens non extensionnel, et Th (S) contient un schéma de Zorn restreint a .

Par ailleurs, le pdle vide est dans S.: = S, donc la structure S est cohérente.

On veut montrer qu’il N’existe aucune surjection au sens extensionnel d’'un c-
élément de X dans X. Cependant, puisque X est un ordinal au sens non extension-
nel, il suffit de montrer qu’il n’existe aucune surjection au sens non extensionnel d’'un
g-élément de X dans .

Pour toute formule F(w, x, y), on note Fung(w) la formule Vx Vy Vy' (F(w, x,y) —
F(w,x,y') — y # y" — 1), qui dit que la relation binaire définie par F avec les para-
métres w est fonctionnelle. De plus, on note Surj-(w, a, b) la formule Yy (¥Vx (F(w, x, y)
— x ga) — y ¢ b), qui dit que cette relation binaire est surjective de a dans b.

On doit alors montrer le résultat suivant :

Théoreme 6.1. Pour toute formule F(w, x, y), la formule va (Fung(w) — Surje(w, a, A)
— 1) est réalisée modulo S.

Démonstration. On pose :
— Oy =k (nfz(Arr)),
— ©1=Xz. k(f zz ©,),
— ©p = Aa. M. As. ¢ (Ab. a (A\k.s ©; b)).

On va montrer que la formule var (Fung(w) — Surje(w,a,X) — L) est réalisée
modulo S par ©,.

Pour alléger les notations, on va supposer que la liste w est vide (la preuve est
presque identique dans le cas général).

Soient IL € S, k < A\, t € |[Fung|, u € ‘S“er(E'X)‘L et m € TI, et supposons par
I'absurde que ©gx€,eteuem ¢ 1.
Posons v = Ab. a (Ak. u ©4[f :

notera désormais ©; pour ©4[f := t,s :
k = kgl

PosonsU={a <X vxy,eme L }.Onapxv.r ¢ 1, et par conséquent, par
définition de >, le M-cardinal de X \ U est A. Posons donc B = { v(v,); a € A\ U }:
c’est un M-sous-ensemble de X qui est de M-cardinal ).

Pour tout B € B, v xége.m ¢ 1, donc u x ©; «ég.m ¢ . On sait que
u € )VX(F(X,E)—)XE;/I/{)—)B‘;‘/X‘JL et ¢gom € HE‘;/XHL, et donc on doit avoir
0, ¢ ]vx (F(x, B) —>x§:/12)‘i. Par conséquent, il existe ag < k, g € ‘F(@,E)’l
et mp € Tl tels que ©1x(p+&a,-ms ¢ L. En posant ©, 5 = ©,[z := (4], on a donc
txCpelpe Orpemd .

t,s := u] b). Pour alléger les notations, on
= u, k := k| et ©, pour ©,[f := t,5 = u,
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Lensemble Z = { {g; B € B } est de M-cardinal A\. En effet, par I'absurde, suppo-
sons le contraire. Pour tout { € Z, notons B, = { B € B; {g = ¢ }. Puisque B est de
M-cardinal A\, que k < A etque B = U, B¢, Z doit contenir un ¢ tel que B, soit de M-
cardinal strictement plus grand que celui de . Pour tout 8 € B;,ona ¢ € (F(o’z}, B)‘y
etpourtous B, B € B telsque B # B,ona t*x{.{. O,[z :={].m ¢ I, par conséquent,
ap # ag. Ainsi, le M-ensemble { (B, ag); B € B } définit une injection de B, dans «,
ce qui est impossible.

Puisque Z est de M-cardinal ), il existe By € Py(B) de M-cardinal X tel que que
pour tous B, B’ € By, si B # B', alors {g # (g

Pourtout B € By,0natxlselse Orp+m ¢ I, t € ‘F(oTﬁ,E) — F(ag.B) = B#B— L(L

et € ’F(oT,g,E) , - Par conséquent, ©, 4 ¢ ‘B £ E‘JL =|L[, . Il existe donc une pile
telle que ©, gxmg ¢ 1L, etdonc nxtelge(Ar. r)em & I

Pour tout B; € Pum(Bo) infini, le M-ensemble { {g; B € B; } est également infini,
et donc par par définition de >, il existe B, 8’ € B; tels que (g # (s (donc g # B') et
txngenge(Ar.r)em ¢ IL. Comme t € ‘F(&,E) — F(@p)—B+#B — L’l pour tout
a < Metque B # B =, T,on ne peut pas avoir ag = ag:.

En d’'autres termes, si 'on considére que (o, B) et (¢, ') sont incompatibles si
a=co etp #p, I'ensemble { (ap, B); B € By } n"a pas d’antichaine infinie.

Par conséquent, pour tout o < k, le M-ensemble Y, = { B € By; a = ap } est fini,
ce qui est impossible car By = Uy, Yo €St de M-cardinal X > k. O

Pour aller plus loin, il faudrait faire en sorte que pour tous cardinaux u < k < A, il
N’y ait pas de surjection de g dans & (en tant que cardinaux du modele de réalisabilité).
Une idée pourrait étre de créer pour chaque M-cardinal k < X une instruction ¢, qui
soit & k ce que ¢ est a . Il faudrait également s’assurer que I'on a pas fabriqué en
cours de route des réalisateurs de |12| = 2 (ce qui n’est déja méme pas clair pour la
structure S utilisée dans le présent chapitre).
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A Annexe : Algebres de Boole — Quelques outils

On va présenter quelques outils pour manipuler les algébres de Boole.

A.1 Le langage des algebres de Boole

Définition A.1. On prend le méme M-ensemble de variables du premier ordre que
pour le langage de réalisabilité. Le langage des algébres de Boole est le M-ensemble
défini par la grammaire suivante, quotienté par la relation d’a-équivalence :

Termes: a,b = x|0|1|aAb|laVvb]|-a
Formules: A B = T|Ll|a#b|A—=B|VxA

On définit les connecteurs logiques et les symboles de relation manquants de la
maniére suivante :

— onnote AABpour(A— B — 1)— 1,

— onnote AVBpour(A— L1)—=(B—1)— 1,
— on note -A pour A — L,

— on note A «~» B pour (A— B) A (B — A),

— on note 3x A pour —(Vx —A),

— on note a = b pour —(a # b),

— onnote a < b pour (a A b) = a.

Dans tout ce chapitre, terme signifiera « terme du langage des algébres de Boole »
et formule signifiera « formule du langage des algébres de Boole ».

Notons que I'on utilise les mémes notations A, V et — pour les opérations des al-
gébres de Boole et pour les connecteurs logiques. En pratique, il ne devrait pas y avoir
de confusion.

Remarque. Toute formule A(x) du langage des algebres de Boole peut se lire de
maniére unique (a renommage des variables y,, . . ., Ym Prés) comme Vy, (By — ... —
VY1 (Bm-1 — Yy, b # b')...), avec éventuellement m = 0. De plus, on peut faire en
sorte que les variables x, y,, . .., v,, soient distinctes.

Définition A.2. Une structure sur le langage des algébres de Boole est un 6-uplet
(B, 0%, 1%, /B, AB —B) ou :

— B est un M-ensemble non vide;

— 0% et 1% sont des éléments de B;

— VB et AP sont des M-fonctions de B2 dans B;
— —& est une M-fonction de B dans B.

Définition A.3. Soient (B, 0%, 1%, v®, AB, ) une structure sur le langage des algébres
de Boole.
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— Pour toute terme a(x) du langage des algebres de Boole et tous b € B, en suivant
la définition habituelle des modéles de Tarski, on associe a a(x) et b une valeur
dans B, notée a®(b), qui est un élément de B.

— Pour toute formule A(x) du langage des algébres de Boole et tous b € B, en
suivant la définition habituelle des modeles de Tarski, on associe a A(x) et b une

valeur de vérité dans B, notée ’A(E) . qui vaut 0 ou 1.
On dit que B vérifie A(b), et 'on note B |= A(b), lorsque )A(E)’B =1.

De plus, pour toute liste de termes a™(x") du langage des algebres de Boole, on
appelle interprétation de a™(x") dans B la fonction de B" dans B™ qui b" associe

a%(b) = (a(b). ..., ap(b)).

Définition A.4. Soient (B, 0%, 1%, V&, A®, =B) une structure sur le langage des algébres
de Boole et ® un M-ensemble de formules closes du langage des algébres de Boole.
On dit que B vérifie @, et 'on note B = &, si B = A pour toute A € o.

Définition A.5. Une algebre de Boole est une structure sur le langage des algebres
de Boole qui vérifie les formules suivantes :

Vx,y,z(x ANy)ANz=xN(yANz) Vx,y,z(xVy)Vz=xV(yVz) (associativité)
Vx,y x Ny =y Ax Vx,y xVy=yVx (commutativité)
Vx x A x = x Vx xV x = x (idempotence)
Vx1Ax=x Vx 0V x=x (neutres)
Yx0Ax=0 Yx1lvx=1 (absorbants)
Vx,y,zxAN(yVz)=(xAy)V(xAz)

Vx,y,zxV(yANz)=(xVy)A(xV2z) (distributivité)
Vx xA-x=0 Vx xV-x=1 (complément)
Vx ——x = x (involutivité)
Vx,y a(x Ay) =-xV -y Vx,y 7(xVy)=-xA-y (De Morgan)

On appelle ces formules les axiomes des algebres de Boole.

Exemple. La structure ({0,1},0,1,V, A, ) est une algebre de Boole.

On identifiera parfois un terme du langage des algébres de Boole avec son inter-
prétation dans {0, 1}.

Définition A.6. Soit ® une formule close ou un M-ensemble de formules closes du
langage des algebres de Boole. S’il existe une algebre de Boole B a au moins deux
éléments telle que B | ¢, on dit que & est cohérent(e) . Sinon, on dit que ¢ est
contradictoire .

Définition A.7. Soient ¢ et ¥V deux formules closes ou M-ensembles de formules
closes du langage des algébres de Boole. On dit que V est conséquence logique de
® et 'on note ¢ = V si toute algébre de Boole & au moins deux éléments qui vérifie ¢
vérifie V.

Définition A.8. Soient ® et W deux formules closes ou M-ensembles de formules
closes du langage des algébres de Boole. On dit que V est équivalent(e) a ¢ et I'on
noteVH=osivi=gpetd = V.
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Définition A.9. On appelle extension de la théorie des algébres de Boole a au moins
deux éléments tout M-ensemble ¢ de formules closes du langage des algébres de
Boole tel que pour toute formule close A du langage des algébres de Boole, si ¢ = A
alors A € .

A.2 Termes sur mesure

La théorie des algébres de Boole a au moins deux éléments décide toutes les équa-
tions. C’est un fait bien connu [GHO8, chapitre 15, théoreme 9] dont on va redonner
une démonstration par souci de complétude, avant d’en tirer un résultat similaire sur
les formules de Horn :

Proposition A.10 (Equations). Soient a(x) et a'(x) deux termes du langage des al-
gébres de Boole. Si la formule ¥x a = a’ est vraie dans 'algébre de Boole {0, 1}, alors
elle est vraie dans toute algebre de Boole.

Corollaire. Soient 3"(x?), a"(x") (respectivement, 3a"(x?), a"(x"), b(x), b'(x")) des ter-
mes du langage des algébres de Boole. Si la formule Vx (a; # aj V...V a, # a,)
(respectivement, Vx (a; # a; V...V a, # a, vV b= b')) est vraie dans I'algebre de Boole
{0, 1}, alors elle est vraie dans toute algébre de Boole a au moins deux éléments.

Corollaire (Clauses de Horn). Soient 3"(x®),3a"(x?), b(x?), b'(x?) des termes du lan-
gage des algebres de Boole. Pour toute algébre de Boole B a au moins deux élé-
ments, la formule Vx (a; = a] — ...a, = a, — b # b) (respectivement, la formule
Vx (ay = a) —» ... » a, = a, — b = b)) est vraie dans B si et seulement si elle est
vraie dans {0, 1}.

Démonstration de la proposition. Pour tout terme a(x) du langage des algebres de

Boole, posons :
a(x) = V A X

be{0,1}" i=1,...n
tel que al%1}(b)=1

ou x/ désigne le terme x; si b; = 1, et le terme —x; sinon.

Fixons une algébre de Boole (B, 0,1, V, A, ). Le terme 3 ne dépend que des valeurs
de a{®}(b) pour b € {0, 1}", par conséquent, pour démontrer la proposition, il suffit de
montrer que pour tout terme a, pour tout ¢ € B", a%(c) = 3 B(<), ce que I'on va faire par
induction sur a:

— Siaestleterme 0, 35(¢) = Vzy Aicr, 67 = 0.

— Siaestleterme 1, 3%(¢) = Vaego1y» Ni=1,...n ¢’ = Niern(ciVc) =1

(par distributivité de A sur V).
— Poursiaestletermex., 3%(¢) = V peoipr Aic1.n €
tel que b,=1
= A Nizk(ci vV 0¢) (distributivité de A sur V)
= Ck-.
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— Si a est le terme —t, on a d’une part :

be{0,1}" /\: 1,

et d’autre part :
3B8() A tB(e)

= (V be{0,1}"
tel que t®(b)=0

=V

be{0,1}"

/\i:l,...n Cibi) A (\/ be{0,
tel que t®(b)=1

befory V' meqoap (/\i:l,..
tel que tB(b)=0 tel que tB(b')=1
(par distributivité de A sur V)

=0

R
b,‘ bi
( befoyr Ni=1,..n G ) N (V peforrr Ni=1,..n G )
tel que t®(¢)=0 b tel que t®(c)=1
v i
1,

b.
Ni=1,..n i ')

S

(car, si t®(b) = 0 et t®(b') = 1, il existe i tel que b; # b}, et donc ¢ A c

par conséquent, 3 2(¢) = -t B(¢) = —tB(c) = a®(¢).

— SiaestletermetVvu:

%)
=V

b;
bc{0,1}" Ni=1,..n Gi
tel que t®(c)=1

ou vB(2)=1
= \% be{0,1}"
\_telque t?(c)=0
= tB)vi®()
= tP(c) v uB(c).

— Siaestleterme tAu:

b;
= (V bef0,1}" /\i:l,...n Gi ) N (V 56{0,1}"
tel que tB(c)=0 tel que v®(c)=1

\% be{o,1}" \% be{o,1}" (/\i:l,..

tel que tB(b)=1 tel que uB(b)=1
b;
% be{0,1}" Ni=1,..n Ci
tel que tB(b)=1
et u®B(b)=1

b,' bi
Ni=1,..n Gi ) N (V peforyr Ni=1,..n G )
tel que uP(¢)=1

b.
Ni=1,..n Gi )

S

(car, si b # b, il existe i tel que b; # b!, et donc cfi A c =0)

= a®).
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Démonstration du premier corollaire. 1. Supposons que {0,1} = Vx (a; # aj V...V
a, # a,), et pour tous termes b et b’ du langage des algébres de Boole, notons bY
b’ pour (bVb' )A(=bV—b') (opération ou exclusif). Laformule Vx (V—;  .(a; ¥ a})) =
1 est vraie dans {0, 1} donc par la proposition précédente, elle est vraie dans
toute algebre de Boole.

Deplus, laformule Vx (a; = a} — ... — a, = a, = (Vi1

n

.(ai ¥ ah)) =0)estvraie

..... n(ai v a:)) =
1 — (a1 #a}V...Va, # a,)) est vraie dans toute algébre de Boole a au moins
deux éléments, ce qui montre le résultat.

2. Supposons que {0,1} = Vx (a1 # ayV ...V a, # a,V b = b). La formule
VX (Vie1. p(ai ¥ a})) vV —(bY b') =1 estvraie dans {0, 1} donc par la proposition

.....

est vraie dans toute algebre de Boole a au moins deux éléments, ce qui montre
le résultat.

[
Proposition A.11 (Termes sur mesure). Soit f une fonction de {0, 1}" dans {0, 1}. Il
existe un terme a(x") du langage des algébres de Boole tel que pour tous b € {0,1},
at01 (E) =f (E) De plus :
— Si a(x) est un tel terme, alors pour toute algebre de Boole (B, 0%, 18, VB, AB, =B),
pour tous b € {0,1}, a° (EB) = (f (E))B,

— Si a(x) et a'(x) sont deux tels termes, alors la formule ¥x a = &’ est vraie dans
toute algébre de Boole.

Démonstration. Pour obtenir un tel terme a, il suffit de poser :

_ b;
a(X) = \/ /\ Xi ’
(b1,....by)€{0,1}" i=1,..n
tel que f(by,...,bn)=1
ou x/ désigne le terme x; si b; = 1, et le terme —x; sinon.
Pour les deux autres assertions :

— Pour tout terme clos t du langage des algebres de Boole, on a soit que t = 0 est
vraie dans toute algébre de Boole, soit que t = 1 est vraie dans toute algébre
de Boole (on le montre par induction sur t). Or, pour tous b € {0, 1}, en posant
c = f(b) € {0,1}, la formule a (b) = c est vraie dans I'algébre de Boole {0, 1},
elle est donc vraie dans toute algébre de Boole.

— Cela découle de la proposition A.10.
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A.3 Atomes

Définition A.12. Un atome est une formule de la forme T, 1. ou a # b.

Soit £ un M-ensemble d’atomes. Les variables libres de £ sont les variables qui
sont libres dans au moins un élément de €.

On lira les ensembles d’atomes comme des disjonctions : si £ = {ay, ..., an} et
F ={B1, ..., Bn} sont deux ensembles finis d’atomes, on dira que £ implique F, et 'on
notera & = F,si{0,1} EVx ((a1 V... Vap,) — (B1V ...V B,)), ou x désigne la liste
des variables libres de £ U F (une disjonction 0-aire désigne la formule L). D’apres le
deuxiéme corollaire de la proposition A.10, cela revient dire que cette formule est vraie
dans toute algébre de Boole a au moins deux éléments.

Une disjonction d’atomes peut en fait étre vue comme un seul atome :

Notation. Si o et 8 sont deux atomes, on note a @ B I'atome défini de la maniere
suivante :

— T @ Bestlatome T,

— a® T estl’atome T,

— 1 @ B est'atome B,

— a @ 1 estl'atome a,

— (a#d)®(b# b')estlatome ((aA—ad)V(-aAa)V(bA=b)V (=bADb))#O.
Pour tous atomes «(x) et f(x), la formule Vx ((a @ B) <> (a \V B)) est vraie dans toute

algébre de Boole a au moins deux éléments. Pour les notations, on considere que &
est prioritaire sur tous les connecteurs logiques et associe a gauche.

Notation. Sia;,...,a, et by, ..., b, sont des termes du langage des algebres de Boole,
on note a” # b" l'atome (a; # b)) ® ... ® (a, # b,) (et donc 3" = b’ la formule
((31 7é bl) D...P (a,, # bn)) — J_)

A.4 Démonstrations formelles

On va présenter un systeme de preuve adapté spécifiquement aux algebres de
Boole a au moins deux éléments (c’est-a-dire qu’une formule du langage des algébres
de Boole sera démontrable dans ce systéme si et seulement si elle est vraie dans
toute algebre de Boole a au moins deux éléments). Il est construit pour avoir les deux
caractéristiques suivantes :

— calculatoirement, les preuves correspondent aux termes du A-calcul pur simple-
ment typé' (en particulier, ce systéme ne contient pas la loi de Peirce comme
« primitive », puisque celle-ci correspond a I'opérateur call/cc, qui ne fait pas par-
tie du A-calcul pur),

— les preuves ' sont toutes n-expansées au maximum (cf. la régle Elim ci-dessous).
Du point de vue calculatoire, cela veut dire que I'on n’autorise pas I'application
partielle des termes.

i. Ou encore, de fagon équivalente, aux termes simples CPS-traduits du chapitre 4 : c’est grace a
cela que I'on peut démontrer les théorémes 4.10 et 4.20.
ii. Du moins, celles dont la conclusion est un atome.

108



Les séquents de ce systéme ont, a gauche, un nombre arbitraire de formules, et
a droite, une formule plus un nombre arbitraire d’atomes : on verra que c’est suffisant
pour avoir acces a toute la logique classique. Ces atomes supplémentaires et les regles
de dérivation qui les manipulent n’ont pas de contenu calculatoire.

Définition A.13 (Démonstrations booléennes). Un séquent booléen est un séquent de
laforme Tl F A; &, avec I un ensemble fini de formules, A une formule et £ un ensemble
fini d’'atomes. On s’autorisera a noter I', B pour ' U {B} et £, a pour £ U {a}.

Une démonstration booléenne est un arbre formé a partir des regles suivantes. Sa
racine (en bas) est appelée sa conclusion :

Axiome) ——— Tautologie siT= (€,
( )t arae | 9 roe ! (£.a)
. MNt-a &
Equation) ——— (si (€, o) = (F,
(Equation) 2 (i (€. ) = (7. )
(V-intro) TrAE (si x n'est libre nidans ' nidans £)  (—-intro) LAFBE
Vx A E l'FA— B: €
FI—VXT) (AO — ... —>VX,,,1 (A,,,l —>VX7,,O£)),(€
(Elim) M- A% =a € . a riA,,_l[xj ::? o X1 = Al € X0'2' é"zxn
M- afx:=3a,..., Xy =an; € distinctes

Un séquent booléen est dit dérivable s’il est la conclusion d’au moins une démons-
tration booléenne.

Remarque. Dans la régle Elim, les variables xg, . . ., X, doivent étre deux a deux dis-
tinctes. En revanche, chacune des liste x; peut étre vide, et n peut étre nul, ce qui veut
dire que la regle peut méme avoir une seule prémisse, identique a sa conclusion.

Lintérét de n’autoriser la regle d’élimination que lorsque la conclusion est un atome
sera de forcer les démonstrations sans coupures (au moins celles dont la conclusion
est un atome) a étre n-expansées au maximum. On ne perd rien au change, puisque
les regles habituelles d’élimination de vV, — et L sont admissibles :

Lemme A.14 (Regles d’élimination). Pour tout ensemble fini de formules I, tout en-
semble fini d’atomes &, toute variable x, tout terme a et toutes formules A et B :

— sile séquent ' - Vx A; £ est dérivable, alors le séquent I' - A[x := a; £ l'est,

— silesséquents T+ B — A; € et - B; € sont dérivables, alors I' - A; £ I'est.

— sile séquent I + 1 ;& est dérivable, alors I - A; € I'est.

Démonstration. 1l suffit de décomposer A jusqu’a pouvoir utiliser la regle Elim (ou la
regle Equation, pour le troisiéme point), puis de la reconstruire a l'aide des régles
d’introduction. O

Corollaire (Réegle de coupure). Pour tout ensemble fini de formules I, tout ensemble
fini d'atomes £ et toute formules A;,..., A, et B, siles séquents I, A;,..., A, B; € et
(TEALE), ..., (TE Ay E) sont dérivables, alors le séquent I' - B; € I'est
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Démonstration. |l suffit d’appliquer n fois la regle d’introduction de — puis n fois sa
regle d’élimination (qui est admissible d’apres la proposition précédente). O

On peut également vérifier que la régle d’affaiblissement est admissible :

Lemme A.15 (Regle d’affaiblissement). Pour tous ensembles finis de formules I et A,
tous ensembles finis d’atomes £ et F et toute formule A, siT C A,si €& = Fetsile
séquent I - A; € est dérivable, alors le séquent A - A; F l'est.

Par conséquent, on peut s’attendre a ce que ce systéme de preuve soit complet
pour les algébres de Boole a au moins deux €léments. Le seul point qui pourrait poser
probleme, c’est qu’a part les atomes, on n’autorise pas plus d’une formule a droite
du séquent, et qu’en méme temps, on n’a pas inclus la loi de Peirce dans les régles
de déduction. Heureusement, le fait d’autoriser plusieurs atomes a droite est suffisant
pour rendre la loi de Peirce admissible :

Lemme A.16 (Loi de Peirce). Soient A et B deux formules du langage des algébres
de Boole. Le séquent @ - ((A — B) — A) — A; 0 est dérivable.

Démonstration. Pour alléger les notations, on va supposer que A est de la forme
Vx (D — «) et que B est de la forme Vy (E — B) ou o et B sont des atomes, y
n’est pas libre dans D — « et x n’est pas libre dans E — B : la preuve est similaire
dans le cas général. Notons T la démonstration suivante :

(A—-B)—-ADAEFYX(D—a);,0 (A—B)—ADAEED;D
(A= B)—= ADAEFD
(A—>B)—>ADAEFBa

(A—-B)—- ADAFE— B«
(A= B)— A D AFVYy (E—=B)«a
(A-B)-ADFA— B«

La démonstration booléenne suivante convient alors :

T
(A-B)—-ADF(A— B) = Vx(D— a),a (A—-B)—-ADFA—- B« (A= B)—>ADFD;a
(A=-B)—=ADFo o

(A= B)—= ADF ;0

(A= B) > AFD— ;0

(A= B) > AL V¥x (D — a);0
OF (A= B)— A)— AD

O]

Proposition A.17 (Regle de ré-écriture). Pour tout ensemble fini de formules T, tout
ensemble fini d’atomes &, toute formule A, toute variable du premier ordre x et tous
termes du langage des algebres de Boole a et b, si { a # b } = & et si le séquent
booléen INx := a] F A[x := a|; £ est dérivable, alors le séquent booléen I'[x := b]
Alx := b]; € est dérivable.
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Démonstration. Grace au corollaire du lemme A.14, il suffit de montrer que pour toute
formule B, les séquents B[x := a] - B[x := b] et B[x := b] - B[x := a] sont dérivables.
On va procéder par induction sur la profondeur de B :

La formule B est de la forme Vyg; Dy — ...Vy,—1 D,—1 — ¥, o, ou l'on peut sup-
poser que les variables yg, ...,¥, sont deux a deux distinctes et différentes de x et
ne sont libres ni dans I', ni dans &, ni dans a, ni dans b. Supposons que pour tout
i€{0,...,p—1}, lesséquents D;[x := a] - D;[x := b] et D;[x := b] I D;[x := a] sont dé-

rivables. Les séquents B[x := b|, Dg[x := 4], ..., Dyiax :=a] F afx := b] et B[x := a],
Do[x :=b],..., D,_1[x := b] - a[x := a] sont dérivables grace a la regle Elim.

Par ailleurs, comme { a # b } = €& on a (£, ax = b)) = (&
alx = a]) et (£, a[x = a]) = (€, a[x := b]), donc les séquents B[x := b,

Do[x == 4a],..., Dyalx := a] F a[x := a] et Blx := a], Do[x = b],..., D, 1[x := b] F
afx := b] sont dérivables grace a la régle Equation.

Finalement, les séquents B[x := b] - B[x := a] et B[x := a] - B[x := b] sont
dérivables grace aux régles d’introduction de V et —. O

Proposition A.18 (Correction et complétude). Un séquent booléen A;(x), ..., Am(X)
B(x); a1(X), ..., a,(x) est dérivable si et seulement si la formule Vx (A; — ... = Ap —
(BVayV...Va,)) estvraie dans toute algebre de Boole a au moins deux éléments.

Démonstration. Le deuxieme corollaire de la proposition A.10 garantit la correction des
regles Tautologie et Equation, et celle des autres regles va de soi.

Il reste @ montrer la complétude, c’est-a-dire que si le séquent Ay (%), ..., An(X) F
B(x); a1(X), ..., a,(X) n'est pas dérivable, alors il existe une algébre de Boole a au
moins deux éléments qui vérifie =(Vx (A — ... > An = (BV a1 V...V a,))).

Remarquons d’abord que si B est la formule Yy, (Dg — ... = Yy,—1 (Dpo1 —
vy, B)...) avec X, %, ..., ¥, deux a deux distinctes, alors d’'une part si le séquent
A, ..., An F B;ag,..., a, n'est pas dérivable, le séquent A, ..., Am Do, ..., Dy_1 F
1;B,ai,...,a, nest pas dérivable non plus (car on passe du second au premier avec
une régle Equation et quelques régles d’introduction), et d’autre part, si une algébre
de Boole vérifie ~«(VxVy ... VY, (A= ... 2 A, > Dy — ... > D, > (LVBVa V
...Vay,)...)), alors elle vérifie également —(Vx (A — ... = An = (BVaa V... Vay,))).
On peut donc supposer sans perte de généralité que B est la formule L

Pour tout atome B, le séquent 0 - —(B); B est dérivable :

(Axiome) 50
(Equation) /Sﬁkfﬁ
(—-intro) ——————
0+ —(B): B
Par conséquent, le séquentVx (A1 — ... = Ap — (1) — ... — =(a,) — L), Ay, ..,
An B L;ai,...,a, est dérivable, donc le séquent A, ..., A, F (Vx (AL — ... —
An — (1) = ... = =(a) = 1) = Liog,..., o, est dérivable, et donc le sé-
quent (Vx (A; — ... = Ap — (1) = ... = (ap) = L)) = L) = LA, ..., Am
1;aq,...,a, est dérivable. Ainsi, si le séquent A;,... A, F L;aq,...,a, nN'est pas

dérivable, alors le séquent (Vx (A1 — ... = Ap — (o) — ... = =(a,) — 1)) —
L + 1;0 n'est pas dérivable non plus. Par ailleurs, une algébre de Boole qui vérifie
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(V% (AL — ... = Ap = (o) —» ... = (o) — 1)) — 1) vérifie également
(VX (AL = ... 2 An = (LV oy V... Va,))). Il suffit donc de montrer que pour toute
formule close D, si le séquent D  L; (0 n’est pas dérivable, alors il existe une algébre
de Boole a au moins deux éléments qui vérifie D.

On va faire appel au théoreme de complétude de Godel tel que formulé dans Ma-
thematical Logic — A Course with Exercises Part | [RC02, p. 208]. Selon les termes
de cet ouvrage, une algébre de Boole est une réalisation d’'un certain langage L (dont
les symboles de constantes sont 0 et 1, les symboles de fonctions Vv, A et — et avec =
comme seul symbole de relation) vérifiant certains axiomes. On traduit de la maniére
naturelle toute formule du langage des algébres de Boole en une formule de L et vice-
versa (méme si cela ne définit pas une bijection), de sorte qu’une algébre de Boole
vérifie une formule du langage des algebre de Boole si et seulement si elle vérifie sa
traduction dans L, et réciproquement, elle vérifie une formule de L si et seulement si
elle vérifie sa traduction dans le langage des algébres de Boole.

Pour montrer la complétude, il suffit donc de montrer que pour toute formule close D
du langage des algebres de Boole telle que le séquent D = L; @ ne soit pas dérivable,
la théorie Tp de L composée de la formule D, des axiomes des algebres de Boole a
au moins deux éléments exprimés dans L et des axiomes de I'égalité tels que définis
a la section 6.1 de Mathematical Logic — A Course with Exercises Part | est cohérente
au sens de ce dernier ouvrage. Comme on sait déja que le séquent D ~ ;D n'est
pas dérivable, il suffit de montrer que pour toute formule E du langage des algebres
de Boole, si E est la traduction d’'une formule de L qui est conséquence syntaxique de
Tp, alors D - E; 0 est dérivable. Vu la définition des démonstrations formelles donnée
dans 'ouvrage en question, il suffit de montrer les points suivants :

1. Pour toutes formules E et F, si les séquents D - E — F;0 et D + E;( sont
dérivables, alors D - E; 0 'est,

2. Pour toute formule E et toute variable x, sile séquent D + E; 0 est dérivable, alors
D+ Vx E;( l'est,

3. Pour toute formule E, si E est la traduction d’une tautologie propositionnelle, le
séquent 0 - E; @ est dérivable,

4. Pour toutes formules Eet F et toute variable x qui n'est pas libre dans E, le
séquent 0 - Vx (E — F) — E — Vx F; (0 est dérivable,

5. Pour toute formule E, toute variable x et tout terme a du langage des algébres de
Boole, le séquent D - Vx E — E[x := a|; 0 est dérivable,

6. Pour toute formule E, si E est la traduction d’'un axiome de 'égalité, le séquent
0 - E; D est dérivable,

7. Pour toute formule E, si E est 'atome 0 = 1 ou I'un des axiomes des algebres de
Boole, le séquent 0 - E; ) est dérivable.

Les points 1., 2., 4., 5. et 7. sont immeédiats.

Pour le point 3., le seul point épineux est la loi de Peirce, que I'on a déja traitée avec
le lemme A.16. On omettra donc le reste de la démonstration.

Pour le point 6., il suffit de montrer que les séquents suivants sont dérivables :
i. 0F Vx —(x # x); 0,
ii. 0FVxVy (=(x #y) = =(y # x));0,
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jii. 0FVxVyVz (a(x #y)— (y # z) = (x # 2)); 0,

iv. 0FYxVy VX' Vy' (o(x # X') = 2(y #y') = =((x Vy) # (X' V¥))):0,
V. D Vx Wy WX Wy (S(x # X)) = Sy #y) = ((xAy) # (XKAY))),
Vi. 0 FVx Vx' (=(x # x') = =(=x # —x')); 0.

On se contentera de montrer iii. et iv. : les autres preuves sont similaires. Pour iii.,
ennotant I pour —(x # y), =(y # z), x # z :

X —

Fl-x#z,x#y,y#z
M-Lix#yy#z
TFy#z—-1Lix#y Thy#z,x#y
N-1;x#y
FrEx#y— 1;0 M-x#y0
M=1:0

(Z)I—VXVsz(ﬁ(x#y)—‘>—|(y7Az)_>ﬁ(x#z));@

Pour iv., en notant I' pour =(x # x'), =(y # y'), (x Vy) # (X' Vy') :

FEVy) £ Vy)yix# Xy #y
N Lix#x,y#y
Tty #y - Lix#x Try#y:x#xX
MNe=1;x #x'
MeEx#x"— 1;0 m
Me=_1;0

OEVYxVy VX' Wy (2(x # X)) = =y #y') = 2((x Vy) # (X' V) 0

A.5 Elimination des coupures

Définition A.19. Une coupure est une démonstration booléenne S de la forme
T Uo Un_1
Fr=vxo (Ao — ... > (Vxna)...); € I Ao[xo :=a0]; € M- Aoxo :=720,..., Xp—1:= an—1; €

(Elim)

MN-afx:=32o,-.., Xn :=an]; €

ou soit la derniere regle de la sous-démonstration T est une régle d’introduction,
soit n = 0 et la liste X, est vide (c’est-a-dire que la conclusion de S est identique a celle
de T). La démonstration T est appelée sous-démonstration principale de la coupure.

Une démonstration booléenne T est sans coupure si aucune sous-démonstration
(c’est-a-dire aucun sous-arbre) de T n’est une coupure.
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Notation (Spécialisation). Pour toute démonstration booléenne T de conclusion I -
A; €, toutes variables du premier ordre x et tous termes 3 du langage des algebres de
Boole, on va définir une démonstration booléenne T[x := 3] de conclusion
[[x:=3] F A[x := 3]; £[x := 3], et possédant la méme « structure » que T.

On procéde par induction :

Si T est la démonstration (AXiome)

démonstration :
(Axiome)

I AF A & on définit T[x := a] comme la

Mx:=3a], Alx :=a] - A[x := 3]; £[x := a]"

(Tautologie) TEo g dorsonaT = (£ a), et donc

Si T est la démonstration ,
a plus forte raison T = (€[x := 3],a[x := 3]). Par conséquent, on peut définir

T[x := 3] comme la démonstration :

(Tautologie)
MNx:=3]F afx:=3];[x := 3|
S
Si T est la démonstration (Equation) ﬁi;i ona (& a)= (F,B), etdonc a plus

forte raison (£[x = 3], a[x = 3]) = (F[x = '5],,8[? := 3|). Par conséquent, on peut
définir T[x := 3] comme la démonstration :
S[x:=73]

x =3 - ofx = 3J: £[x =3

(Equation)
Mx:=3a] - B[x := 3]; F[X := 3
S
Si T est la démonstration , I+ A; € |, alors on choisit une variable z qui
(V-intro) ———
F-Vy A€

n'est pas dans la liste x et qui n’est libre ni dans I', ni dans &, ni dans A, ni dans a, et
I'on définit T[x := 3] comme la démonstration :
Sly = z|[x := 73]

MNx:=3F Aly :=z|[x :=3];E[x :=73] .

(V-intro)
Mx:=3]FVzAly :=z][x :=13]; £[x := 73]
S5
Si T est la démonstration : [MAE B; € , on définit T[x := 3] comme la
(—-intro) ————
rN-A— B; &€
démonstration :
S[x :=73]

Mx:=73],Ax :=3]F B[x:=3|;€[x:=73] .
[x:=3]F A[x:=3] — B[x :=3]; [x := 3]
Si T est la démonstration
S Uo
FTEYY% (Ao — ... = (Wha)...);E  TEA:=hbl;E ... alors on défi-

F+alyo:=bo,...,Vn:=b,; €
nit alors T comme la démonstration :

(—-intro)

(Elim)
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S[x:=73] Uo[x := 3]
Mx:=3alFVYy% (Ao — ... > (VWWaa)..)[x:=3] T[[x:=3a]F Ay := bo][x := a]; E[x := 3]

Fx:=3a]+F a[yo = bo, ..., Vo := by[x :=a];E[x := 3]

Ceci défini bien une démonstration booléenne. En effet, comme les formules sont
définies a a-renommage pres, on peut supposer que les variables g, ..., y, n‘appa-
raissent pas dans x et ne sont libres ni dans 3, ni dans I, ni dans &, et alors :

— La formule Vyg (Ap — ... — (Vy, a)...)[x := 3] est identique a la formule Yy,
(Afx =3 = ... = (W, afx :=17])...),

— Pourtouti € {0,...,n—1}, laformule A;[y; := by, ..., yi := b][x := a] estidentique
alaformule A;[x :=3][yo := bo[x := 73], ..., y; == bi[x := 3],

— La formule afy; == by, ..., ¥, = bi[x := 3] est identique & la formule a[x := 3]
[Vo := bo[Xx:=13],...,¥n:= by[x :=73]].

Notation (Affaiblissement). Pour toute démonstration booléenne T de conclusion I' -
A€, tout A D T et tout F tel que £ = F, on va définir une démonstration T4 de
conclusion A + A; F et possédant la méme « structure » que T.

On procéde par induction sur T :
Si T est de la forme
S Sn

rl l_Al;gl r,,I—A,,;E,,,
Mr=A; €

(R)

pour une certaine régle R autre que V-intro, alors T2 est la démonstration :

Slrl,A;El,]: S liénF
(R) rl,Al_A]_;gl,]: F,,,AI—A,,;S,,,]:-
A+ A F
S
Si T est de la forme (v-intro) I'=A;& , alors on choisit une variable z qui n’est
FEVy A€
Sly := 2]~
libre ni dans A, ni dans F, et TA¥ est la démonstration (Vintro) AF Ay =z, F .
-intro

AEVz Aly =z, F

Notation (Substitution). Pour toute démonstration T de conclusion I - A; £ et toute
démonstration S de conclusion I', A + B; &, on va définir une démonstration S[A|T] de
conclusion T + B; €.

On procede par induction sur S :

(Axiome)

Si S est la démonstration [ AF A & S[A|T] est la démonstration T.

Si S est la démonstration (AXIome)

A, S[A|T] est la démonstration - p. ¢.

[ AF D: & 0Ou D estune formule différente de
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(Tautologie)

Si S est la démonstration F A o & SIA|T] est la démonstration

Mo &
v
Si S est la démonstration - . [LAF B, F, S[A|T] est la démonstration
(Equation) ————
AFo; &€
U[A|TF;8,}']
r=g.& F-
Mo €
v
Si S est la démonstration (v-intro) NAED;E , S[A|T] est la démonstration
NAFEVYx D: &
UIA|T]
r=D: & .
EVx D; €&
v
Si S est la démonstration (s-intro) VA AE D; € , S[A|T] est la démonstration
NAFA— D&
v
NAFD;E .
r'-A— D;€E
v
Si S est la démonstration : A CED;& ,ou C est une formule diffé-
(—-intro)
NAFC— D&
U[A|TTC€]
rente de A, S[A|T] est la démonstration [ C+ D: € .
r-Cc — D€
Si S est la démonstration
U Vo
LAY (Do — ... — (Vy,a)...);E  T,AF Dolyo := bo]; € ..., S[A|T] est

(Elim)

AR afy := by, ..., Vo= by]; €
la démonstration

U[A|T] Vo[A|T]
TV (Do — ... = (Vo a)...);E T E Dolyo:= bol; €
[+ afyo:=bo,....V,:=b,;E

Proposition A.20 (Elimination des coupures). Un séquent booléen est dérivable si et
seulement s’il est la conclusion d’au moins une démonstration booléenne sans cou-
pure.

Démonstration. On va procéder en deux étapes : d’abord, on va montrer comment
réduire une coupure, puis, on va décrire une stratégie permettant d’éliminer toutes les
coupures.
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T

T
Z.. MN-o; & ddui .
Une coupure de la forme (Elim) a se réduit en rEaf
MN-o; &
Une coupure de la forme
T
) FrEvxg (Ag — ... — (VX a)...): E U,
wintro) 3 (Ao (v% ). ) :
(EI' )FI—VyVXT)(AO—>...—>(VX70¢)...);E = Aoly := b, X0 :=a0); €
im
Ealy:=bX :=30,...,% :=a,; €
se réduit en :

Tly = b] Uo
M= (v (Ao — ... = (VX a)..))ly =b;E T HFAy:=bxX:=73)¢
Ealy:=bX :=30,...,% :=a,; €

(Elim)

Enfin, une coupure de la forme

T
_ FA YR (A — . — (VK a).. .)€ Us
(—-intro)
& )FFA0—>V71(A1—>...—>(Vx7a)...);8 M- Ay €
im
N-afx:=a;,..., Xy = a,; €
se réduit en :
TTAo|U] Us
, FrEVYx (Al — ... = (VX a). .)€ TEAX =3 €
(Elim) Xt (A1 (VX7 o) .. .) 1[x1 == 3]
N-afx:=a,..., Xy 1= a,; €

Si S est une sous-démonstration T qui est une coupure, réduire S dans T, c’est
transformer T en remplacant S par la démonstration en laquelle elle se réduit selon les
regles ci-dessus (ce que I'on peut faire, puisque celle-ci a la méme conclusion que S).

Il faut maintenant définir une stratégie de réduction' qui transforme toute démons-
tration T en une démonstration sans coupure avec la méme conclusion, en réduisant
ses coupures dans le bon ordre.

Tout d’abord, a chaque formule A on associe une hauteur haut(A) € N en posant
haut(a) = 0 si a est un atome, haut(Vx A) = 1 + haut(A) et haut(A — B) = 1 +
max(haut(A), haut(B)).

Pour chaque coupure T de la forme
u Vo
FEvxo (Ap— ... = (VK a)...); € THAX: =3¢

M- afx:=32,..., X, :=a,; €

(Elim)

i. En vérité, on peut probablement méme montrer qu'avec ces regles, le processus de réduction
est fortement normalisant, et donc qu’il n’est pas nécessaire de définir une stratégie, mais ce n’est pas
I'objet de cette preuve.
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on appelle hauteur de T et I'on note haut(T) la hauteur de vxg (Ag — ... — (VX, ) .. .).

Ensuite, pour chaque démonstration T, on munit les les sous-démonstrations de T
d’un ordre total : Pour toute sous-démonstration S de T de la forme
U1 Un
R) MEA:E ... T,FA;E, pourtous i < j < n, les sous-démonstrations
M= A€
de U; (y compris U; elle-méme) sont plus a droite que celles de U; dans T, et pour tout
i < n, les sous-démonstrations de U; sont plus a droite que S dans T.

Lorsque I'on réduit dans T une coupure S de la forme

U Vo
M-V (Ag— ... = (Y o). .)€ THAX =3 €

N-a[x:=39,...,% :=a,; €

(Elim)

d’un cbté, on enléve la coupure S, mais de l'autre, on peut ajouter des coupures de
trois fagons :

— on peut dupliquer des coupures qui sont dans les V;,

— on peut créer des coupures dont la sous-démonstration principale est 'une des
Vi

— si I'avant-derniere regle de U était aussi une regle d’introduction, elle deviendra
la sous-démonstration principale d’'une nouvelle coupure.

Cependant, dans le premier cas, on a dupliqué des coupures qui sont plus a droite
que S dans T, et dans les deux autres, on a créé des coupures de hauteur strictement
plus petite que celle de S. Il suffit donc de réduire en priorité la plus a droite des
coupures de hauteur maximale dans T (car alors, a chaque étape, soit on fait baisser
la hauteur maximale des coupures de T, soit on fait baisser le nombre de coupures de
hauteur maximale dans T). O
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B Annexe : Modeéeles standard de la théorie des ensem-
bles

La réalisabilité classique permet, a partir d'un modéle de la théorie des ensembles
(le modéle de base) de construire une classe de modéles de réalisabilité. Cette annexe
a pour but de préciser ce que I'on entend par « modele de la théorie des ensembles ».
Intuitivement, on appellera modéle standard de la théorie des ensembles un modéle
de la théorie des ensembles de von Neumann—Bernays—Gddel [G640] (une extension
conservative de la théorie de Zermelo—Fraenkel avec une notion primitive de classe)
dont la relation d’appartenance est la relation d’appartenance usuelle, qui est un en-
semble transitif et dont la relation d’appartenance est bien fondée. Pour éviter d’intro-
duire une n-iéme syntaxe, on va donner une définition sémantique de cette notion.

Commencons par quelques conventions :

On identifie les entiers et les ordinaux finis, de sorte que pour tout n € N, n =
{0,..., n—1}.

On identifie les couples et les paires de Kuratowski, de sorte que pour tout a et tout
b, (a, b) = {{a},{a, b}}. On identifie le 0-uplet () et 'ensemble vide 0. Enfin, pour tout
n>2ettous ay, ..., an, on identifie le n-uplet (ay, . . ., a,) et le couple (ay, (a2, - . ., an))-

On utilise le mot fonction comme synonyme de application. On identifie les fonctions
a leur graphe, de sorte que pour tous ensemble x, y et toute fonction f de x dans y,
f={(af(a));, aex}.

Pour tout ensemble x, on note Ps(x) 'ensemble des parties finies de x.

Un ensemble x est transitif si tout élément de x est un ensemble inclus dans x.

Un ensemble transitif x est bien fondé si pour tout y C x non vide, il existe z € y tel
que ynNz=40.

Définition B.1. Un modéle standard M de la théorie des ensembles est la donnée
d’'un ensemble appelé I'ensemble des M-ensembles (que I'on notera M par abus de
notation) et d’'un ensemble appelé I'ensemble des M-classes tels que :

(Nature des objets)

'ensemble des M-ensembles est transitif,
'ensemble des M-ensembles est bien fondé,

toute M-classe est un ensemble de M-ensembles,

tout ensemble fini de M-ensembles est un M-ensemble (en particulier, tout n-
uplet de M-ensembles est un M-ensemble),

> wn -

(Logique)
5. pour tous m, n € N, toute fonction j : n — m et toute M-classe X, 'ensemble des
(X0: -y Xm—1) € M™ C M tels que (xj(), - - -, Xj(n—1)) € X €st une M-classe,

6. 'ensemble des M-classes est clos par union finie, intersection finie et complé-
mentaire,

7. pour tout n > 0, tout j < n et toute M-classe X, 'ensemble des (xo, . .., Xj_1, Xj+1,
.o, Xn—1) € M1 tels que pour tout x; € M, (xo, ..., x,—1) € X est une M-classe,
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10.
11.

pour tout n > 0, tout j < n et toute M-classe X, 'ensemble des (x, .. ., Xj—1, Xj+1,
oo Xpe1) € M tels qulil existe x; € M tel que (xo,...,x,-1) € X est une
M-classe,

pour tout n € N, tout j € {0, ..., n}, toute M-classe X et tout M-ensemble a,
'ensemble des (xo, ..., x,—1) € M" tels que (xo, ..., Xj_1,a, Xj,...,X,—1) € X est
une M-classe,

I'ensemble des (x, y) € M? tels que x = y est une M-classe,
I'ensemble des (x, y) € M? tels que x € y est une M-classe,

(Axiomes de ZF)

12.
13.
14.

15.
16.

toute M-classe incluse dans un M-ensemble est un M-ensemble,
tout M-ensemble est inclus dans un M-ensemble transitif,

pour tout M-ensemble x, 'ensemble des M-ensembles inclus dans x (qui est a
priori une M-classe) est un M-ensemble,

'ensemble N est un M-ensemble,

pour toute M-classe Z et tout M-ensemble x, il existe un M-ensemble y tel
que pour tout a € x, s'il existe b tel que (a, b) € Z, alors il existe b € y tel que
(a,b) € Z.

Notons que la cohérence de ZF n’implique pas I'existence d’'un modéle standard de
la théorie des ensembles. En revanche, s’il existe un cardinal faiblement inaccessible «,
alors il existe un modéle standard de la théorie des ensembles (en prenant par exemple
L. comme ensemble d’ensembles et P(L.) N L comme ensemble de classes).

Fixons M un modéle standard de la théorie des ensembles.

Définition B.2.

Pour tout M-ensemble x, une M-partie de x est une partie de x qui est un M-
ensemble. On note Py (x) le M-ensemble des M-parties de x,

Pour tout n € N, une M-relation n-aire est une partie de M" qui est un M-
ensemble,

Pour tous M-ensembles x et y, une M-fonction de x dans y est une fonction de
x dans y qui est un M-ensemble,

Pour tout n € N, une M-relationnelle n-aire est une partie de M" qui est une
M-classe,

Pour toutes M-classes X et Y, une M-fonctionnelle de X dans Y est une fonction
de X dans Y qui est une M-classe.

Remarquons qu’une partie d'un M-ensemble n’est pas nécessairement un M-
ensemble et qu'une fonction d’'un M-ensemble dans un M-ensemble n’est pas né-
cessairement une M-fonction.

Définition B.3. Un ordinal est un ensemble transitif bien ordonné par la relation d’ap-
partenance, c’est-a-dire un ensemble « tel que :

pour tout x € o, x C «,
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— pour tout x € o, x ¢ X,
— pour tout x € o, pour tout y € x, y C x,
— pour tout Z C « non vide, il existe x € Z tel que pourtouty € Z\ {x}, x € y.

Etant donnés deux ordinaux o et 8, on note o < B poura € Beta < gpoura C B
(ce qui est équivalenta a < B ou a = f).

Un M-ordinal est un ordinal qui est un M-ensemble.

Comme M est bien-fondé, on peut montrer qu’un M-ensemble a est un M-ordinal
si et seulement si :

— pour tout x € a, x C «,

— pourtous x,y e a,0onax€youx=youyeE x.
Définition B.4. Un cardinal est un ordinal k tel que pour tout ordinal o < «, il n’existe
pas de fonction surjective de a sur k.

Un M-cardinal est un M-ordinal k tel que pour tout M-ordinal o < k, il n’existe
pas de M-fonction surjective de a sur k.

Remarquons qu'un M-ensemble qui est un cardinal est en particulier un M-cardinal,
mais qu’un M-cardinal n’est pas nécessairement un cardinal.

Définition B.5. Deux ensemble x et y sont équipotents s’il existe une bijection entre x
ety.

Deux M-ensembles x et y sont M-équipotents s’il existe une M-bijection (c’est-a-
dire une M-fonction bijective) entre x et y.

Soit x un ensemble. S’il existe un cardinal équipotent a x, celui-ci est unique : on
I'appelle le cardinal de x.

Soit x un M-ensemble. S’il existe un M-cardinal M-équipotent a x, celui-ci est
unique : on I'appelle le M-cardinal de x.

Définition B.6. On dit que M vérifie I'axiome du choix global s’il existe une M-
fonctionnelle ex : M\ {0} — M telle que pour tout x € M\ {0}, em(x) € x.

Proposition B.7 (Théoréme de Zermelo). Si M vérifie 'axiome du choix global, tout
M-ensemble est M-équipotent a un unique M-cardinal.
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